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人 类 的 文明 进步 和 社会 发 展 ， 无 时 无 刻 不 受 到 数学 的 恩惠 和 影响 ， 数 
学 科学 的 应 用 和 发 展 定 固 地 疯 定 了 它 作为 整个 科学 技术 乃至 许多 人 文学 科 
的 基础 的 地 位 。 当今 时 代 ， 数 学 正 突破 传统 的 应 用 范围 加 几乎 所 有 的 人 类 
知识 领域 渗透 ， 它 和 其 他 学 科 的 交互 作用 空前 活跃 ， 越 来 越 直接 地 为 人 类 
物质 生产 与 日 常生 活 作 出 贡献 ， 也 成 为 其 掌握 者 打开 众多 机 会 大 门 的 钥匙 . 


抽象 代数 是 研究 一 般 集合 上 运算 规律 的 数学 分 支 . 它 不 仅 是 现代 数学 的 基 
础 ， 而 且 在 理论 物理 学 、 信 息 科 学 、 化 学 等 学 科 中 有 着 重要 的 应 用 .抽象 代 
数 不 仅 对 从 事 现代 数学 研究 的 数学 家 是 必需 的 基础 ， 而 且 对 有 志 于 从 事物 理 
学 、 化 学 和 通讯 科学 研究 和 应 用 的 年 轻 人 也 是 重要 的 工具 . 


本 忆 介 绍 了 抽象 代数 最 基本 的 概念 和 知识 : 群 、 环 、 域 和 Galois 理 论 . 
作者 力求 以 通俗 易 懂 的 方式 将 抽象 的 理论 和 方法 介绍 给 该 者， 在 概念 的 引 
进 和 定理 的 展开 中 力求 将 严格 的 推理 和 具体 的 例子 结合 起 来 .阅读 本 书 的 
读者 不 仪 可 以 学 到 重要 的 基础 知识 ， 领 略 抽象 代数 的 关 ， 而 且 可 以 学 会 抽 
象 数 学 的 思考 方法 ， 提 升 自己 的 逻辑 思 维 能 力 . 
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“博学 而 各 志 ， 切 问 而 近 思 。” 
(《 论 语 》) 


博 晓 古今 ， 可 立 一 家 之 说 ， 
学 贯 中 西 ， 或 成 经 国之 才 。 


内 容 提 要 


本 书 系统 地 介绍 了 抽象 代数 这 一 重要 数 : 
学 分 支 的 最 基本 的 内 容 ， 其 中 包括 群 论 、: 
环 论 与 域 论 。 在 域 论 这 一 章 中 还 比较 全 面 : 
地 介绍 了 有 限 Galois 理 论 ， 书 中 还 配备 了 一 : 
定数 量 、 难 易 程度 不 一 的 习题 ， 习 题 均 有 : 
解答 或 提示 ， 书 后 有 附录 . : 

本 书 可 供 综合 性 大 学 、 师 范 大 学 数学 系 : 
学 生 阅 读 ， 可 作为 教材 ， 亦 可 供 理科 各 系 
以 及 信息 、 通 讯 工 程 专业 的 大 学 生 、 研 究 : 
生 及 教师 参考 . : 


抽象 代数 是 数学 的 一 门 重要 分 支 . 众所周知 ,初等 代数 研究 的 是 数 集 上 的 运 
算 ,高 等 代数 把 数 集 扩展 为 向 量 空间 、 矩 阵 集 和 多 项 式 集 . 抽象 代数 则 以 一 般 集 
合 上 的 运算 作为 研究 对 象 . 

历史 上 ,抽象 代数 起 源 于 纯粹 理性 的 思考 . i9 世纪 30 年 代 法 国 天 才 的 青年 
数学 家 Galois 在 研究 困惑 了 人 类 几 百 年 的 用 根 式 求解 五 次 方程 问题 时 ,发现 了 
群 . Galois 不 仅 彻底 地 解决 了 一 元 n 次 方程 用 根 式 求解 是 否 可 能 的 问题 ,而 且 更 
重要 的 是 他 使 人 们 认识 到 ,除了 熟知 的 数 外 ,在 其 他 集合 (如 置换 集 ) 上 也 可 能 存 
在 着 代数 结构 , 即 满足 一 定 规则 的 运算 . Galois 虽然 只 活 了 21 岁 , 但 是 他 的 发 现 
为 数学 开辟 了 一 个 岂 新 的 研究 领域 . 随 着 19 世纪 未 Cantor 集合 论 的 建立 ,各 种 
代数 结构 被 定义 在 一 般 的 集合 上 ,抽象 代数 的 英 基 工作 完成 了 . 

20 世纪 是 抽象 代数 学 莲 勃 发 展 的 世纪 . Lie 群 .Lie 代数 的 出 现 使 几何 学 和 
代数 学 再 次 结 成 了 亲密 的 伙伴 ,也 给 抽象 代数 带 来 了 强大 的 发 展 动力 . 拓扑 学 因 
为 有 了 抽象 代数 而 得 到 了 突飞猛进 的 发 展 , 群 、 环 \ 模 成 了 研究 拓扑 空间 性 质 的 
基本 工具 ,代数 拓扑 成 了 20 世纪 最 引信 注 目的 数学 分 支 之 一 ,而 从 代数 拓扑 学 
产生 的 同调 代数 为 代数 学 宝库 增添 了 强 有 力 的 工具 . 数论 .代数 几何 由 于 抽象 代 
数 概念 的 导入 彻底 地 改变 了 面貌 . 代数 学 从 与 其 他 数学 分 支 的 结合 中 获得 了 前 
所 未 有 的 生命 力 ， 新 概念 不 断 出 现 ,新 的 代数 学 分 支 不 断 生长 , 数学 这 棵 古老 的 

青 树 从 来 没有 像 现 在 这 样 枝 繁 叶 茂 , 生 机 勃勃 . 

通常 人 们 认为 抽象 代数 很 抽象 ,似乎 离 现实 很 远 ,没有 多 少 用 处 . 其 实 这 是 
一 种 误解. 一 切 科学 的 抽象 不 是 对 现实 的 背离 ,而 是 对 现实 世界 更 深刻 的 反映 
科学 研究 的 对 象 扩大 了 , 它 的 应 用 也 就 更 广泛 了 ,代数 学 也 是 如 此 . 抽象 代数 不 
仅 是 现代 数学 不 可 缺少 的 组 成 部 分 ,也 是 现代 物理 学 化 学 .计算 机 科学 .通讯 科 
学 不 可 缺少 的 工具 . 举例 来 说 ,有 限 域 理论 是 抽象 代数 中 相当 “抽象 "的 理论 ,但 . 
是 数字 通讯 中 的 编码 理论 (特别 是 纠 错 码 ) 却 是 以 它 为 基础 的 . 因此 当 我 们 舒适 
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地 聆听 CD 唱片 或 是 欣赏 VCD(DVD) 数 码 音 像 节目 时 ,请 记 住 其 中 也 凝聚 着 数 
学 家 们 的 辛劳 .今天 ,有 志 于 在 现代 数学 现代 物理 学 .计算 机 科学 等 领域 作出 贡 
献 的 年 轻 人 ,都 应 该 懂得 抽象 代数 的 知识 ,在 人 类 这 一 知识 宝库 中 吸取 营养 , 寻 
求 自己 的 发 展 . 

本 书 原 是 编者 为 复旦 大 学 数学 系 学 生 编 写 的 教材 , 它 适 用 于 已 修 完 高 等 代 
数 的 本 科 生 . 本 书 内 容 按 所 讨论 的 代数 结构 分 为 4 个 部 分 . 第 一 章 为 预备 知识 . 
第 二 章 讨论 群 ,在 详细 介绍 了 群 . 子 群 . 正 规 子 群 . 商 群 . 同 态 和 同 构 等 基本 概念 
的 基础 上 ,着重 介绍 了 循环 群 .置换 群 , 介 绍 了 有 限 群 的 几 个 基本 定理 ,如 Sylow 
定理 等 . 利用 群 的 直 积 可 以 把 复杂 的 群 分 解 为 比较 简单 的 群 ,有 限 生 成 Abel 群 
基本 定理 就 是 这 一 思想 的 体现 ,这 个 定理 在 代数 拓扑 学 中 有 重要 的 应 用 ,我 们 作 
了 详细 的 介绍 . 群 列 和 可 解 群 是 为 第 四 章 Galois 理论 作 准 备 的 . 第 三 章 介绍 环 
论 . 环 论 ,主要 是 交换 环 理论 , 它 是 代数 几何 与 代数 数论 的 基础 . 我 们 除了 介绍 
环 \ 理 想 、 商 环 、 同 态 与 同 构 外 ,还 着 重 介 绍 了 整 环 及 其 分 式 域 . 唯 一 分 解 环 和 多 
项 式 环 , 第 四 章 讨论 域 和 Galois 理论 . 我们 首先 介绍 了 各 种 域 扩张 及 其 性 质 , 然 
后 介绍 了 Galois 对 应 和 Galois 理论 基本 定理 ,这 是 Galois 理论 的 核心 . 运用 域 
的 扩张 理论 和 Galois 基本 定理 ,我 们 给 出 了 一 元 n 次 方程 可 用 根 式 求解 的 充分 
必要 条 件 . 我 们 还 讨论 了 初等 几何 中 尺 规 作 图 的 可 能 性 问题 ,如 证 明了 用 圆规 和 
直 尺 不 可 能 将 一 个 任意 角 三 等 分 ,给 出 了 正 n 边 形 可 用 圆规 和 直 尺 作 图 的 充分 
必要 条 件 . 这 些 美妙 的 应 用 是 Galois 理论 的 辉煌 篇 章 ,读者 从 中 可 以 充分 领略 
到 数学 的 美 . 本 教程 的 内 容 通 常 分 两 学 期 授 完 ,第 一 学 期 (每 周 3 节 课 ) 讲 完 群 论 
和 环 论 两 章 ,第 二 学 期 (作为 选修 ) 讲 完 第 四 章 . 目录 中 带 * 的 内 容 可 作为 选修 . 

本 书 力 求 深入 浅 出 ,对 抽象 的 概念 尽量 用 较 多 的 例子 加 以 说 明 .为 了 帮助 读 
者 理解 抽象 代数 习题 的 解 题 思 路 ,本 书 附 有 书 内 习题 的 简 答 或 提示 . 虽然 本 书 是 
在 编者 多 年 从 事 教 学 的 基础 上 编 成 的 ,但 不 当 之 处 仍然 难免 , 敬 请 读者 和 同行 专 
家 批评 指正 . 


编 者 
2005 年 6 月 于 复旦 大 学 
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第 一 章 预备 知识 


我 们 从 中 学 就 开始 学 习 代 数学 这 门 课程 ,初等 代数 以 数 (整数 有理数 、 实 
数 、 复 数 等 ) 及 其 运算 作为 基本 的 研究 对 象 . 数 集 上 的 运算 有 加 、 减 、 乘 、 除 等 . 在 
高 等 代数 的 课程 中 ,我 们 研究 了 向 量 、 矩 阵 及 其 运算 . 现在 我 们 要 研究 一 般 集合 
及 其 上 的 运算 . 对 一 般 集 合 上 运算 的 研究 可 以 大 大 拓 广 数学 研究 的 领域 ,为 数学 
的 应 用 开辟 广阔 的 道路 . 

为 了 更 好 地 理解 抽象 代数 的 内 容 , 有 必要 先 介绍 一 下 集合 论 的 一 些 基本 概 
念 .我 们 不 打算 “严格 "地 阐述 这 些 数 学 中 最 基本 的 概念 (读者 可 以 在 公理 集合 论 
的 课程 中 学 到 它们 的 严格 定义 ) ,我 们 只 打算 “朴素 "地 叙述 其 含义 . 


RCR 


0 
A 


er 
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读者 已 经 学 习 过 集合 的 概念 . 所 谓 一 个 集合 ,我们 把 它 理解 为 某 一 些 事物 的 
总 体 . 比如 整数 集 就 是 指 整数 全 体 ; 有 理 数 集 是 指 有 理 数 全 体 等 等 . 集合 常常 
用 英文 大 写字 母 来 表示 , 如 A, B, C 等 . 一 个 集合 中 的 某 个 具体 的 事物 , 称 为 
元 素 . 元 素 常 用 小 写 英文 字母 表示 , 如 a, b,c 等 .我 们 用 EE 表示 属于 ,a € A 表 
示 a 是 集合 A 中 的 元 素 . 若 a 不 是 集合 A 中 的 元 素 , 我 们 用 a EE A 来 表示 . 不 
含有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ,用 名 表示 . 一 个 集合 如 果 只 含有 有 限 个 元 素 , 则 
称 之 为 有 限 集 ,反之 则 称 为 无 限 集 . 集合 A 中 一 部 分 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 的 
子 集 , 若 B 是 A 的 子 集 ,我 们 用 符号 BC A 来 表示 . 两 个 集合 如 果 含 有 相同 的 元 
素 , 则 称 为 相等 , 换 句 话说 , 若 ACSCB, 又 BCA, 则 A=B. 车 A,B 不 相等 , 则 
用 A 关 BB 表示. 为 了 清楚 地 表示 一 个 集合 ,我 们 还 经 常 采用 下 列表 示 方 法 : 

A='la€ S| Pl(a)}, 


这 里 表示 A 中 的 元 素来 自 S 且 具有 性 质 P. 举例 来 说 ,集合 A= leEZla>1| 
表示 大 于 1 的 自然 数 ,其 中 Z 表示 整数 集 . 又 若 记 DD 是 平面 上 点 的 集合 且 DD 中 
元 素 用 通常 的 实数 偶 (z,y) 来 表示 ( 即 D 是 Descartes 平面 上 点 的 集合 ) ,集合 
S= 1{(z,y) ED | zx’ 十 y == 1| 就 表示 该 平面 上 的 单位 圆 . 

为 了 方便 起 见 ,我 们 在 本 书 中 采用 下 列 固 定 的 记号 来 表示 一 些 常用 的 数 集 : 
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Z, 表示 整数 集 10, 土 1, 土 2,…|; 
N, 表示 自然 数 集 {1, 2, 3,…}; 
Q, 表示 有 理 数 集 ; 
R， 表 示 实 数 集 ; 
C, 表示 复数 集 . 
定义 1-1 设 A, B 是 两 个 集合 , 记 A UB 为 A, B 中 所 有 元 素 组 成 的 集 
合 , 即 . , 
4AUB=izlzEA 或 zE 了 Bl， 
称 A U B 为 集合 A 与 B 的 并 . 
例 1 若 A= {a,6,cl, B= {b,c,d,el, 则 A U B= {a, b,c, qd, el. 
定义 1-2 人 A 记 ADn 5 为 既 属 于 集合 和 又 属于 集合 B 
-的 元 素 组 成 的 集合 
ANMNMB= {zl|x€EAXxr EB|, 
称 A 门 B 为 集合 A 与 B 的 交 . 
例 2 . 记 有 AA, B 为 例 1 中 的 两 个 集合 , 则 A 站 B= {6, cj. 
若 两 个 集合 A, B 无 公共 元 素 , 即 A 站 B = 2, 则 称 A 与 B 不 相交 . 
定义 1-3 设 B 是 A 的 子 集 , 记 A 一 B= {aE AjaEBi, 即 A 一 B 是 由 
A 中 不 属于 B 的 元 素 构 成 的 集合 , 称 A 一 B 为 B 在 A 中 的 余 集 或 补 集 . A 一 B 
有 时 也 记 为 A\B. 
并 、 交 、 补 都 是 集合 之 间 最 常用 的 运算 ， 它们 有 下 列 性 质 
命题 1-1 设 人 ,了 B， .C 都 是 集合 , 则 有 下 列 性 质 : 
(1) 若 AGEB, 则 4UB=B,AmB=A4, 特 别 ,AUA=A4,A4AnA=A4i; 
(2)AUB=BUA,ANMB=BNMA; 
(3) (AUB)UC=AU(BUC,(ANB)NC=AN(BNO); 
(4) AU (BNC=(AUB)N(AUO), 
AN(BUC= (ANB)U (ANDO); 
(5) 若 A, B 是 C 的 子 集 , 则 
CcC—(C—A)=A 
c—(ANB)= (Cc—A)U (C28), 
CcC—(AUB)= (Cc—-A)N(cC—B). 
证 明 ”我们 只 证 (5) 中 的 第 二 个 式 子 , 其 余 的 式 子 请 读者 自己 证 明 . 现 设 元 
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素 x E€ C 一 (A 站 B), 这 时 车 zxEC 一 A,; 则 xz € C 一 (C 一 A) = A, 但 由 假定 
XEANB, 故 zx EB, 也 就 是 说 zx €E C 一 B, 从 而 C 一 (ANmB)S(C 一 A)U 
(C—B). 

有 反之, 若 zx € (C 一 A) U (C 一 B), 不妨 设 z€ CA,: 显 然 C 一 A GSC 一 
(TB) 术 EC= (让 人间 定 方 寺 是 (CGC 一 WY (CBj 迁 已 写作 加 .这 
就 证 明了 

C=(A(1 B= (C=2A)U(C= ,ES 

注 ”性质 (2) 称 为 交换 律 , 性 质 (3) 称 为 结合 律 ,性 质 (4) 称 为 分 配 律 ,性 质 
(5) 中 的 式 子 通常 称 为 Morgan 公式 . 由 于 结合 律 成 立 , (AU B) U C 及 
(AM B) 由 C 分 别 记 为 AU BUC 及 A 几 B nC, 即 括号 可 以 被 省 略 掉 . 

并 与 交 的 概念 可 以 推广 到 任意 个 集合 上 . 为 此 ,我 们 先 引 进 所 谓 的 “指标 集 ” 
的 概念 . 设 有 集合 工 及 一 族 集合 下 = {A。, Ap,…|. 对 每 个 a€ 了 , 均 可 在 下 中 找 
到 唯一 的 一 个 集合 A 与 之 对 应 ,反之 下 中 任 一 集合 也 可 在 I 中 找到 唯一 的 一 
个 元 素 与 之 对 应 .粗略 地 说 ,F 中 的 集合 可 以 用 了 来 标记 . 这 样 的 集合 I 被 称 为 
是 集 族 下 的 指标 集 . 举例 来 说 , 设 数 学 系 二 年 级 有 4 个 班 , 称 为 甲 班 、 乙 班 \ 丙 
班 \ 丁 班 ,车 设 下 = { 甲 班 乙 班 \ 丙 班 、 丁 班 | , 则 集合 I 二 {甲乙 、 丙 、 丁 | 就 是 下 
的 指标 集 . 指标 集 可 以 是 无 穷 集 . 比如 若 T= N( 自 然 数 集 ), 下 二 {Ailier, 则 
表示 FF = {Ai, A;, A 站: 中 ; \ > 

现 令 UA. 表示 所 有 A。(a € 7) 的 元 素 组 成 的 集合 , 即 
UA = {z | z 属 于 某 个 A,}， 


称 UA. 为 |4.,a € 于 的 并 . 类 似 地 令 A。 表示 所 有 A。(a E 7) 中 公共 元 素 组 


成 的 集合 ， 即 
A. = 二 | z 属于 每 个 A。|， 


称 由 A。 为 1A,，, ae 于 的 交 . 


定义 2-1 设 A, 了 是 集合 ,有 序 偶 (ao, 56)( 其 中 a € A, 5bE B ) 全 体 组 成 的 
集合 称 为 A 与 B 的 Cartesian 积 (简称 为 A 与 B 的 积 ), 记 为 AXB, 有 即 : 
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AXB= |(a,b)|laE€E A,bEBI. 


注意 A X B 中 两 个 元 素 (a, 5) = (c, d) 的 充 要 条 件 是 a = < 且 2 = d. 

例 1 A= {a,b,c},S= {u,v, 则 AXS= {(a, wu), (a, v), (b, u), 
(bm tes wh (em 

例 2 若 A=B=R, 即 实数 集 , 则 AXB=RXR= {(z,y)| zx,y€ Rj，, 
就 是 Descartes 平面 . 

积 集合 的 概念 也 可 以 推广 到 nn 个 甚至 无 穷 多 个 集合 . 设 A ，A, ，…，A, 是 
n 个 集 , 令 

Ai XxX A; X11…… Xx A, = { (ai ， az，…，an) | a:€ 人 


即 2 元 有 序 序列 全 体 的 集合 (第 ;个 元 取 自 A,) ,就 称 为 A ，…, A, 的 Cartesian 积 . 

对 一 族 集 1A。, a € 二 , 也 可 以 定义 所 有 A。 的 Cartesian 积 . 令 A 是 这 样 一 
个 集 , 它 是 集合 工 上 这 样 的 函数 a 的 全 体 : 对 每 个 a€ T, a(a)€ A。, 则 A 称 为 . 
{A 的 Cartesian 积 , 记 为 XA.. 这 个 定义 适合 于 一 般 的 指标 集 1, 无 论 工 为 有 
限 或 无 限 .比如 Ail,…, A 的 Cartesian 积 ,这 时 T= |1, 2, …, n}, 对 iEJ， 
a(i) 二 a; € Ai. 这 样 得 到 的 A 与 上 面 定义 的 Al X… Xx A, 完全 一 致 . 

利用 积 集合 ,我 们 不 仅 可 以 从 已 知 集合 构造 出 新 的 集合 来 ,还 可 以 定义 在 数 
学 中 起 着 极其 重要 作用 的 等 价 关 系 、 映 射 等 基本 概念 . 


定义 3-1 设 A,B 是 集合 , 积 集合 A XB 的 一 个 子 集 R 就 称 为 A 到 B 的 
一 个 关系 ,特别 A x A 的 子 集 称 为 A 上 的 一 个 关系 . 

若 (a, 5b)E€ RC AXB, 则 称 a 与 6 为 R 相关 , 记 为 aRb. 

定义 3-2 设 R 是 A 上 的 一 个 关系 , 若 尺 适合 下 列 条 件 : 

(1) 自 反 性 , 若 a € A, 则 (a, a) € R; 

(2) 对 称 性 , 若 (a, 5) € R, 则 (b, a) € R; 

(3) 传递 性 , 若 (a, 5) € R,(b, c) € R, 则 (a, c) € Ri; 
则 关系 R 称 为 A 上 的 等 价 关 系 . 

等 价 关系 常用 ~ 表示 , 即 4 一 2 表示 (a, p) E RR. 

例 1 设 S 是 任意 一 个 集合 . SXS 中 所 有 形 为 (a, a) 的 元 素 全 体 构 成 的 集 
合 尺 是 一 个 等 价 关 系 , 称 为 S 上 的 恒 等 关 系 , 这 时 一 5 当 且 仅 当 a = b. 

例 2 设 己 是 全 体 整数 集 , 定 义 a 一 58 当 且 仅 当 a 一 6 为 偶数 , 即 R = 
i(a, 5) EZ XZ| a 一 6 为 偶数 } ,不 难 验 证 这 也 是 一 个 等 价 关系 . 
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例 3 设 DD 是 Descartes 平 面 ,定义 DD 中 两 点 a ~b 当 且 仅 当 a 与 5 到 原点 
的 距离 相等 , 则 一 也 是 一 个 等 价 关系 . 

例 4 设 S 是 平面 上 的 一 个 圆 ,定义 S 上 两 点 a~6b 当 且 仅 当 这 两 点 同 在 一 
根 直 径 上 , 则 一 也 是 一 个 等 价 关系 . 

例 5 设 Z 是 整数 集 ,n 是 固定 的 自然 数 .定义 整数 a~6b 当 且 仅 当 a 一 4b 可 
以 被 4 整除 , 则 ~ 也 是 Z 上 的 一 个 等 价 关 系 , 当 n 二 2 时 就 是 例 2. 

现 设 一 是 集合 A 中 的 一 个 等 价 关系 ,a 是 A 的 一 个 元 素 , 与 a 等 价 的 元 素 
全 体 组 成 A 的 一 个 子 集 , 称 为 a 的 一 个 等 价 类 ,我们 用 [a] 表 示 a 的 等 价 类 . 例 1 
中 a 的 等 价 类 只 含有 一 个 元 素 . 例 2 中 a 的 等 价 类 为 形 如 a 十 2k(k € Z) 的 元 素 ， 
全 体 ,这 时 Z 只 含有 两 个 等 价 类 :奇数 与 偶数 . 例 3 中 a 的 等 价 类 为 以 原点 为 圆 
心 过 a 点 的 圆 . 例 4 中 每 个 等 价 类 都 含有 两 个 元 素 . 例 5 中 的 Z 一 共有 zn 个 等 价 
类 : [0], [1],…, [n 一 1]. 

我 们 注意 到 ,一 个 集合 中 由 两 个 元 素 所 在 的 等 价 类 如 不 重合 , 则 必 不 相交 . 
即 若 [a] 关 [55], 则 [al 人 站 [5j] = 儿 . 因为 如 存在 cE [aj 门 [61 , 则 a~c,c~b. 
但 由 传递 性 知 a~5b, 于 是 [a] = [5], 引出 矛盾 . 由 此 我 们 看 出 如 果 一 个 集合 上 
定义 了 一 个 等 价 关 系 , 则 这 个 集合 可 以 被 划分 成 互 不 相交 的 等 价 类 ( 子 集 ) 之 并 . 
一 个 集合 如 果 能 表示 为 两 两 互 不 相交 的 子 集 之 并 , 则 称 这 些 子 集 族 为 该 集合 的 
一 个 分 划 , 上 面 的 分 析 表 明 集 合 上 一 个 等 价 关系 决定 了 该 集合 的 一 个 分 划 . 

反 过 来 ,如 果 |A,jer 是 集合 A 的 一 个 分 划 , 即 


ANA = GEN), A= UA,, 
在 A 上 定义 关系 R 如 下 : 
R= (a, 56)€ AxXA|a,b 属 于 同一 个 A,|， 


则 容易 验证 R 是 A 上 的 一 个 等 价 关 系 . 因此 ,给 定 A 的 一 个 分 划 ,可 以 得 到 A 
上 的 一 个 等 价 关 系 .事实 上 我 们 有 如 下 的 命题 . 

命题 3-1 设 R 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 R 决定 了 A 的 一 个 分 划 
P, 且 由 PP 导出 的 等 价 关 系 就 是 R. 反 之 给 定 A 的 一 个 分 划 忆 , 则 可 得 到 A 上 的 
一 个 等 价 关 系 R, 且 由 这 个 等 价 关系 尺 决 定 的 A 的 分 划 就 是 P. 

证 明 设 R 是 A 的 等 价 关系 , P 是 由 上 述 方法 得 到 的 分 划 , 又 记 R' 是 由 P 
决定 的 A 的 等 价 关系 , 若 (a, 5) € R, 则 ,5 同属 于 了 的 某 个 元 素 (等 价 类 )， 
于 是 (a, 5) € R', 故 RC R'. 反 过 来 若 (a, 5) € R', 则 a,。 同属 于 P 中 某 个 
等 价 类 , 从 而 (a, 5) € R, 即 R' CR, 由 此 即 得 R = R. 

男 一 方面 设 P== {A;l; 是 A 的 一 个 分 划 , 它 决定 的 A 的 等 价 关系 记 为 R. 再 
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由 尺 导 出 的 分 划 记 为 P = 1Bij， 设 eeEA4, 且 a 所 在 的 等 价 类 为 A,， 由 于 
A= WB,, 故 a 属于 某 个 B;, 现 只 需 证 明 A; = B, 即 可 . 对 A, 中 任 一 元 c, 有 
c~a. 另 一 方面 由 于 Bi 是 a 的 等 价 类 , 故 c € B;, 于 是 A; SS B). 肥 之 , 若 
bE€ Bj;, 则 65b~a. 但 凡 与 a 等 价 的 元 素 必须 在 A; 之 中 , 故 B; 和 Ai. 由 此 即 推出 
A 二 B;, P' = P. 证 毕 . 

定义 3-3 设 ~~ 是 集 A 上 的 一 个 等 价 关 系 ,A 上 的 所 有 等 价 类 的 集合 称 为 
A 关于 等 价 关 系 一 的 商 集 , 记 之 为 A/ 一 或 人 . 

注意 A 实际 上 是 A 的 某 些 子 集 (全 体 等 价 类 ) 的 集合 ,A 中 的 元 素 是 A 中 某 
个 元 素 所 在 的 等 价 类 . 车 a € A, 则 a 的 等 价 类 作为 A 的 元 素 通 常 记 为 a. 

例 1 中 的 商 集 $ 为 S 中 单 点 子 集 ( 即 只 含有 一 个 元 素 的 子 集 ) 组 成 的 集 . 例 
2 中 的 商 集 只 含有 2 个 元 素 , 即 奇数 集 与 偶数 集 . 例 3 中 的 商 集 为 Descartes 平 
面 上 以 原点 为 中 心 的 圆 全 体 组 成 的 集合 . 例 4 中 的 商 集 是 所 谓 的 射影 直线 . 例 5 
中 的 商 集 含 有 个 元 素 , 分 别 记 为 0, IT，2,…，, n 一 1, 其 中 i 表示 由 所 有 被 n 除 
后 余数 等 于 i 的 整数 全 体 ,这 个 商 集 记 为 Z, , 称 为 模 n 剩余 类 集 ,我 们 以 后 还 要 
来 研究 它 . 


Te 0 和 a RY 
褒 良 Se 臣 i kt .8917 HH te ON 于 Ht 让 


定义 4-1 设 A,B 是 两 个 非 空 集合 ,M 是 A 到 B 的 一 个 关系 ( 即 MCAX 
B ), 若 M 适合 下 列 条 件 :对 A 中 任 一 元 素 4a, 有 且 只 有 一 个 B 中 的 元 素 b, 使 
(a, 5)EM, 则 称 M 是 集合 A 到 B 的 一 个 映射 或 映照 . A 称 为 这 个 映射 的 定义 
域 ,B 称 为 映射 的 值 域 . 

从 映射 的 定义 我 们 可 以 看 出 ,对 A 中 任 一 元 4a ;有 和 且 仅 有 一 个 元 6 与 a 对 
应 . 这 个 对 应 关系 有 时 记 为 a 一 5 ,映射 习惯 上 用 小 写 英文 字母 /，g 等 来 表示 . 
如 上 述 映射 记 为 f, 则 5 = f(a). A 到 B 的 映射 了 简 记 为 


f:A—B. 


读者 不 难看 出 ,映射 是 函数 概念 在 集合 上 的 推广 .与 函数 一 样 ,A 到 B 的 两 个 映 
射 了 与 g 相等 当 且 仅 当 f(a) = g(a) 对 一 切 a € A 成 立 . 

例 1 S 一 S 的 映射 a 一 a 称 为 恒 等 映 射 , 记 为 Ids 或 Is. 

例 2 A, B 是 两 个 非 空 集 , b。€ B, 若 令 f:A 一 B 为 f(a) = b 对 一 切 
a € A, 则 f 是 一 个 映射 , 称 为 常 值 映 身 . 

例 3 设 尺 是 实数 集 ,，F(z) = zx* 定义 了 R 一 RR 的 一 个 映射 . 

例 4 设 Z 是 整数 集 ,定义 ZXZ 一 Z 的 映射 为 (m,n) 一 m 十 n. 这 也 是 一 
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个 映射 ,实际 上 它 是 一 个 运算 . 

例 5 设 A, B 是非 空 集 , 作 AxXB 一 A 的 映射 (a, 5) 一 a. 这 个 映射 称 为 
A XB 到 A 上 的 投影 .同样 也 可 以 定义 AXB 到 B 上 的 投影 . 

例 6 设 人 是 非 空 集 , ~ 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 , A 是 A 在 这 个 等 价 关系 
下 的 商 集 . 定义 A 二 互 的 映射 为 : a 一 二, 即将 A 中 元 素 映 到 它 所 在 的 等 价 类 
上 . 这 个 映射 称 为 A 到 其 商 集 上 的 自然 映射 

现 设 f:A 一 B, 车 a € A, 则 称 f(a) 为 4a 在 f 下 的 像 , 令 Im /=ib€B| 
6 二 f(a)}, 即 Im 了 为 A 中 元 素 在 f 下 的 像 全 体 . 称 Im /为 A 在 f 下 的 像 ,有 
时 记 为 FA). 若 5E B 昌 存在 a € A 使 5 = f(a), 则 称 a 是 b 关 于 fF 的 一 个 原 
像 . 注意 原 像 可 能 不 唯一 , 即 可 能 存在 a 关 a, 但 f(a) = f(a’). 如 例 2 中 的 A 
车 包含 不 止 一 个 元 素 , 则 常 值 映射 的 原 像 就 不 唯一 .5 的 所 有 原 像 的 全 体 构成 4 
的 一 个 子 集 , 记 之 为 1(5). 又 若 B' CC B，B' 中 所 有 元 素 在 4 中 的 原 像 记 为 
f71(B’). 

定义 4-2 设 f: A 一 B ,车 Imf=B, 则 称 f 是 映 上 映射 或 满 映 射 .车 对 和 4 
中 任意 两 个 元 素 a 头 a’, 均 有 f(a) 关 f(a ), 则 称 了 是 单 映射 .车 /既是 满 映 射 
又 是 单 映射 , 则 称 /是 双 射 或 一 一 对 应 , 

从 定义 可 以 看 出 了 是 满 映射 的 充 要 条 件 是 B 中 任 一 元 素 均 在 A 中 有 原 像 . 
f 是 单 映射 的 充 要 条 件 是 Im 了 中 的 元 素 在 A 中 只 有 唯一 的 一 个 原 像 .了 是 双 身 
的 充 要 条 件 是 B 中 任 一 元 素 有 且 只 有 一 个 原 像 ， 

车 f: A 一 B 是 一 个 双 射 , 则 对 B 中 任 一 元 素 5 均 有 唯一 的 元 素 4 与 之 对 
应 .定义 B 一 A 的 映射 6 一 a , 即 它 将 B 中 元 素 映 到 它 (关于 了/) 的 原 像 . 显然 这 
也 是 一 个 映射 , 称 为 的 北 映 射 , 记 为 广 :. 

现 设 A, B,C 是 3 个 非 空 集 ,f:A 一 B,g:B 一 C 为 映射 ,定义 g 与 f 的 

积 g. 了 为 A 一 C 的 映射 : 


g* f(a) = g(f(a)). 


映射 g. 了 也 称 为 f 与 g 的 合成 , g . f 有 时 简 记 为 gf. 只 要 一 个 映射 的 信 直 局 
于 另 一 个 映射 的 定义 域 ,它们 便 可 以 合成 .映射 合成 满足 结合 律 , 即 有 下 述 命 
命题 4-1 设 /:A 一 B,g:B 一 C;h:C 一 DD 为 映射 , 则 


(hg):f=h.(g:f). 
证 明 对 任意 的 zx € A, (h. g): f(zx) = (h.: g)(f(z)) = hl(g). 


h.(g:f)(z)=h(g: f(z)) = h(g(f(z))). 由 此 即 知 结论 成 立 . 证 毕 
命题 4-2 设 f: A 一 B 是 映射 , 则 
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(1) 是 单 映 射 的 充 要 条 件 是 存在 g: B -~ A, 使 g .三 = 了 I; 

(2) f 是 满 映 射 的 充 要 条 件 是 存在 g: B 一 A, 使 .g= Te; 

(3) f 是 双 射 的 充 要 条 件 是 存在 g: B 一 A, 使 g: f= 上 且 f : g =Is. 

证 明 (1) 若是 单 映射 ,Im f 是 其 像 , 设 B' = B 一 Im f. 定义 B 一 A 的 映 
射 如 下 :车 5 E€ Imf, 令 g(5) = f(b), 又 因为 A 不 空 ,所 以 至 少 含 一 个 元 wo， 
对 一 切 b€ B', 令 g(b ) = ao, 显然 我 们 定义 了 BA 的 映射 且 g .f= I4. 反 
之 若 &。 f= 1 生 f(ar) = f(as), 则 gf (my) ==8f(az), 即 a 二 as, 这 证 明 
是 单 映射 . 

(2) 设 了 是 满 映 射 ,b , bs 是 B 的 两 个 元 素 , 现 先 证 明 车 b 关 bo, 则 f1(bi) 
站 f(b) 二 多. 事实 上 ,车 a € 大 (5) mA (oo)， 则 忆 二 f(a) = bb 与 假设 
矛盾 . 这样 B 中 元 素 的 原 像 组 成 了 A 上 的 一 个 分 划 P = |/-(5) | 5E B}. 在 每 
一 个 -1(5) 中 取 且 只 取 一 个 元 素 0, 定 义 B > A 的 映射 g 如 下 : g(5) 等 于 
广 !(2) 中 取 定 的 那个 元 素 . 不 难看 出 g 是 B -> A 的 映射 且 适合 fg = Is. 反 过 
来 车 存在 g: B 一 A, 使 fg = Is, 设 5 是 B 中 任意 一 个 元 素 , 则 g(5) € A, 且 
fg(5) = 5b, 即 g(b) € /1(b), 因 此 了 是 满 映射 . 

(3) 由 (1) 和 (2) 即 得 . 证 毕 . 


: 0 
td en 


定义 5-1 设 S 是 一 个 集合 , SXS 一 S 的 一 个 映射 称 为 S 上 的 一 个 二 元 


运算 . 
例 1 ZXZ 一 2Z 的 映射 (ae, 6) 一 a 十 b 是 一 个 二 元 运算 , 称 为 加 法 运算 . 
例 2 设立 是 实 ” 维 向 量 空间 , VXV 一 V 的 映射 (4, v) 一 4 十 v 也 是 一 
个 二 元 运算 . 

例 3 设 M,(R) 是 实 n 阶 矩阵 全 体 ,， M,(R) X M,(R) 一 M,(R) 的 映射 
(A, B) 一 A.B 也 是 一 个 二 元 运算 ( A B 表示 通常 的 矩阵 乘法 ), 称 为 矩阵 的 

例 4 设 S 是 一 个 集合 ,P(S) 是 由 S 的 所 有 子 集 (包括 空 集 ) 组 成 的 集合 . 
P(S) XP(S) 一 P(S) 的 映射 (A, B) 一 AUB 以 及 (A, B) 一 A 川 B 都 是 
P(S) 上 的 二 元 运算 . 


Q@ 事实 上 我 们 在 这 里 应 用 了 选择 公理 ,在 本 教程 中 我 们 始终 接受 选择 公理 . 
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例 5 设 R 是 实数 集 , 及 X 有 一 及 的 映射 (z，y) 一 min(z, y) 也 是 一 个 二 
元 运算 . 

在 同一 个 集合 上 可 以 定义 各 种 不 同 的 运算 . 比如 在 也 上 可 以 定义 加 法 \ 减 
法 ` 乘 法 等 等 . 这 些 运算 通常 适合 一 定 的 规律 , 常见 的 规律 有 :结合 律 、 交 换 律 、 分 
配 律 等 .为 了 叙述 这 些 规律 ,我 们 把 二 元 运算 的 记 法 作 一 些 简 化 .用 x 表示 运算 ， 
(a, 5b) 在 二 元 运算 (作为 映射 ) 下 的 像 记 为 a x 5b. 不 同 的 运算 可 用 不 同 的 记号 (如 
* ," 等) 表示 . 

定义 5-2 设 x,: 是 集 S 上 的 两 种 运算 , 则 

(1)》 若 对 任意 的 a,b, cE S,! 均 有 


ax (bxc) = (axb)xce, 


则 称 运算 * 满足 结合 律 ; 
(2) 若 对 任意 的 a, 5.E S, 均 有 


axb = bxa, 


则 称 * 满足 交换 律 ; 
(3) 若 对 任意 的 a, 8, c € S, 均 有 


ax(b.c)= (axb). (axc), 


则 称 * 关于， 适合 左 分 配 律 .又 若 (0 c)*a 一 (Oxa) (cxa)， 则 称 * 关 于 ， 
适合 右 分 配 律 ; 同时 适合 左 `\ 右 分 配 律 者 称 为 适合 分 配 律 ， 

若 S 上 的 运算 * 适合 结合 律 , 则 ax* (5x*c) 一 (ax*0)*c, 我 们 把 这 个 相同 
的 元 素 记 为 ax* bx c， 而 省 去 括号 : 

利用 映射 的 概念 ,还 可 以 将 二 元 运算 的 概念 作 推广 ;比如 我 们 可 以 定义 所 谓 
的 n 元 运算 为 : SX…XS 一 S 的 映射 .我 们 还 将 SX 了 一 S 的 映射 也 称 为 一 种 
运算 .比如 实 向 量 空间 V .上 的 数 乘 可 看 成 是 VXR->V 的 映射 .所 有 这 些 概念 极 
大 地 拓 广 了 数 集 上 运算 的 概念 . 


定义 6-1 设 A 是 一 个 非 空 集 ;PP 是 A 由 的 一 个 关系 , 若 已 适合 下 列 条 件 : 
(1) 对 任意 的 a € A, (a, a) EP; 

(2) 若 (a, 65)EP 有 (6,a)€P, 则 a= 5。; 站 

(3 知人, EP, (bE PM EP, 
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则 称 已 是 4 上 的 一 个 偏 序 关系 . 带 偏 序 关 系 的 集合 A 称 为 偏 序 集 或 半 序 集 , 

车 P 是 A 上 的 偏 序 关系 ,我 们 用 a 过 5 来 表示 (a, b) € P. 

例 1 实数 集 上 的 小 于 等 于 关系 是 一 个 偏 序 关 系 . 

例 2， 设 S 是 集合 ,P(S) 是 S 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ,定义 P(S) 中 两 个 元 
素 A 二 B 当 且 仅 当 A 是 B 的 子 集 , 即 A 己 B, 则 P(S) 在 这 个 关系 下 成 为 仿 
序 集 、 

例 3 设 N 是 正 整数 集 ， 定义 m 志 n 当 目 仅 当 m 能 整除 ,不 难 验证 这 是 一 
个 偏 序 关系 . 注意 它 不 同 于 N 上 的 自然 序 关 系 . 

在 偏 序 集中 ,并 非 任意 两 个 元 素 之 间 都 有 序 关系 . 比如 例 3 中 数 2 与 数 3 互 
相间 没有 整除 关系 . 但 是 有 一 类 偏 序 集 , 其 中 任意 两 个 元 素 均 有 序 关 系 . 即 若 a， 
be 5S, 或 者 c 委 5 或 者 委 o, 这 样 的 偏 序 集 称 为 全 序 集 . 一 个 偏 序 集中 的 全 序 
子 集 称 为 该 偏 序 集 的 一 根 “ 链 ”. 例 1 是 全 序 集 . 

为 方便 起 见 ,我们 记 5 二 a 为 6 过 a 且 5 关 a. 偏 序 集中 的 一 个 元 素 c 称 为 是 
极 大 元 ,车 不 存在 该 集中 的 元 素 4, 使 得 c < a. 有 限 偏 序 集 总 存在 极 大 元 ,无限 
集 有 可 能 没有 极 大 元 ,如 例 1 中 的 实数 集 就 没有 极 大 元 . 

若 S 是 一 个 偏 序 集 ,A 是 S 的 子 集 , 若 存在 cE S, 且 对 A 中 任意 元 a 均 有 
4 声 c, 则 称 c 是 子 集 A 的 一 个 上 界 .注意 ,上 界 一 般 不 唯一 . 

集合 论 里 有 一 条 常用 的 着 名 定理 , 称 为 Zorn 引 理 . Zorn 引 理 与 选择 公理 是 
等 价 的 . Zorn 引 理 在 应 用 上 特别 方便 ,为 此 我 们 叙述 如 下 . 

引 理 6-1(Zorn 引 理 ) 设 S 是 一 个 偏 序 集 , 若 S 中 的 每 根 链 都 有 上 界 , 则 S 
有 极 大 元 . 

Zorn 引 理 的 证 明 要 用 到 选择 公理 ,我 们 这 里 不 再 给 出 其 证 明 . 从 Zorn 引 理 
也 可 推出 选择 公理 ,因此 我 们 可 以 把 它 作 为 一 条 公理 接受 下 来 . 我们 可 以 这 样 来 
“想象 " 它 的 正确 性 (注意 ,这 不 是 证 明 !). 取 $ 的 任 一 链 ,其 上 界 记 为 a. 车 a 
已 是 极 大 元 , 则 引 理 正确 , 若 a, 不 是 极 大 元 , 则 必 有 把 , 使 41 过 本 ; 若 如 不 是 极 
大 元 , 则 又 可 找到 5b, 使 a 二 bb 二 5%; 如 此 下 去 又 可 得 到 $S 的 一 根 链 ,其 上 界 
记 为 az; 车 as 是 极 大 元 就 不 必 再 找 了 ,车 不 是 又 可 重复 下 去 . 这 样 不 断 地 做 下 
去 ,总 可 找到 极 大 元 ,因为 任 一 链 均 有 上 界 。: 


司 妖 


1. 设 14.1.ey 是 集合 S 的 一 族 子 集 ,证 明 下 列 公式 : 
. S— UA.= N(S—A.), 
aET a€T 
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2. 设 S 是 一 个 有 限 集 且 有 个 元 素 ,证 明 :S 共有 2” 个 子 集 (包括 空 集 ). 

3. 指出 下 列 推理 的 错误 : 设 一 是 集 S 中 的 一 个 关系 ,车 它 适合 对 称 性 和 传递 性 , 则 它 也 
适合 自 反 性 . 证 明 如 下 :由 a 一 5 可 得 5 一 a (对 称 性 ) ,再 由 传递 性 得 < ~ a. 

4. 设 NN 是 自然 数 集 , 定 义 NX N 上 的 一 个 关系 : 


(a, 56) ~ (c, d), 当 且 仅 当 a 十 d 一 5 十 c， 


证 明 这 是 个 等 价 关系 . 

5. 设 f: A 一 C, g: B 一 DD 是 映射 ,定义 /Xg: 

(fx g)(a, 6) = (f(a), g(b)),(0, b) E€ AXB, 

证 明 fXg 是 A XB->Cx DD 的 映射 , 且 证 明 如 fg 皆 为 满 映射 ( 单 映射 ), 则 fX g 也 是 满 
映射 ( 单 映射 )， 

6. 设 A, B 是 非 空 集 ,证 明 AXB 与 B XA 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

7. 若 S 是 一 个 有 限 集 ,f: S 一 S 是 S 到 自身 的 映射 . 证明: 

(1) 若是 单 映射 , 则 了 是 双 射 ; 

(2) 车 了 是 满 映射 , 则 /也 是 双 射 

8. 设 f: A 一 BB, g: B -~ C 是 映射 ,证 明 ， 

(1) 车 fg 氏 为 单 映射 , 则 5 ,也 是 单 映射 ; 

(2) 若 六 5 皆 为 满 映射 , 则 gf 也 是 满 映射 ; 

(3) 车/ .8g 皆 为 双 射 , 则 g. f 也 是 双 射 , 且 (8 1) 一 /1. 8 
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定义 1-1 设 S 是 一 个 非 空 集 , 在 S 上 存在 一 个 二 元 运算 记 为 “… "(乘法 ). 
即 对 任意 的 xz, yE S, 总 存在 唯一 的 元 Xx， y € 3 与 之 对 应 . 又 该 乘法 适合 结合 
律 , 则 称 S 是 一 个 半 群 . 

半 群 的 乘法 有 时 被 省 略 ,如 a 5 记 为 ab. 一 个 半 群 的 乘法 如 适合 交换 律 ， 
则 称 这 个 半 群 为 交换 半 群 . 

如 果 在 一 个 半 群 S 中 存在 一 个 元 素 e ,使 对 一 切 a € S, 均 有 


ea 一 ae 一 4Q， 


则 称 e 是 S 的 么 元 (或 恒 等 元 单位 元 ). 这 样 的 半 群 称 为 么 半 群 . 
定义 1-2 一 个 么 半 群 G( 么 元 为 e) 如 果 适 合 下 列 条 件 则 称 为 群 : 对 G 中 任 
一 元 4a, 均 存在 a ,使 


元 素 a 称 为 a 的 逆 元 , 记 为 ac 一. 

群 G 的 运算 车 适合 交换 律 , 则 称 之 为 交换 群 或 Abel 群 . 交换 群 的 运算 有 时 
用 加 法 “十 "来 表示 ,这 时 么 元 记 为 0, a 的 逆 元 (也 称 负 元 ) 记 为 一 a, 这 种 群 也 称 
为 加 法 群 . 

一 个 群 如 果 只 含有 有 限 个 元 素 就 称 为 有 限 群 ,否则 就 称 为 无 限 群 . 通常 用 
1G| 表示 G 的 元 素 个 数 . 若 | G |== n, 则 称 G 为 n 阶 群 . 

群 是 一 类 相当 普遍 的 代数 体系 ,我 们 已 经 学 过 的 许多 代数 结构 实际 上 都 是 
一 种 群 结构 . 

例 1 全 体 整数 Z 二 (0, 土 1, 士 2,… 上 在 通常 数 的 加 法 下 成 为 一 个 群 . 这 
个 群 是 加 法 群 , 么 元 为 0. 若 n € Z,n 的 道 元 就 是 一 n. 但 是 要 注意 的 是 Z 在 通 
常 的 数 的 乘法 下 不 是 群 ,比如 0 没有 逆 元 素 .Z 在 乘法 下 只 是 一 个 半 群 ,当然 它 
是 一 个 交换 么 半 群 ,乘法 么 元 为 1. 

例 2 有 理 数 全体 Q 在 通常 的 数 的 加 法 下 也 是 一 个 加 法 群 . 同 理 实数 全 体 
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及 复数 全 体 在 数 的 加 法 下 都 成 为 群 . Q 在 数 的 乘法 下 不 成 为 群 ( 仅 是 交换 么 半 
群 ) ,但 是 如 果 用 Q' 表示 非 零 有 理 数 全 体 , 则 Q* 在 数 的 乘法 下 成 为 一 个 交换 
群 , 么 元 为 1， 也 的 道 元 为 久 ， 同 理 R* ( 非 零 实 数 全 休 ) ,C* ( 非 零 复数 全 体 ) 在 数 
的 乘法 下 都 是 群 

例 3 G= {1, 一 1|, 在 数 的 乘法 下 成 为 一 个 群 , 么 元 为 1, 一 1 的 逆 元 是 它 
自身 . 这 是 一 个 只 有 两 个 元 素 的 群 . 

例 4 设 S 是 一 个 集合 ,S 上 的 一 个 一 一 对 应 称 为 S 的 一 个 变换 . S 的 全 体 
变换 记 为 A(S). 定义 A(S) 中 两 个 变换 的 乘法 为 其 合成 , 则 由 于 映射 的 合成 适 

合 结合 律 (命题 4-1) , 且 Ids 显然 是 A(S) 的 么 元 ,A(S) 是 一 个 么 半 群 .对 A(S) 

中 任 一 变换 /, 它 的 道 变换 三 :适合 . 广 := 广 : .= 14, 故 A(S) 是 一 个 群 . 
这 个 群 称 为 集合 S 上 的 变换 群 . 

例 5 在 例 4 中 若 S 是 一 个 有 限 集 且 有 个 元 素 , 则 A(S) 称 为 x 阶 (或 n 
次 ) 对 称 群 ,通常 用 S, 来 表示 . 由 于 S 的 全 体 元 素 的 任 一 排列 决定 了 S 的 一 个 
变换 且 S 的 任 一 变换 决定 了 一 个 全 排列 ,因此 S, 的 阶 为 x! (注意 # 阶 对 称 群 
的 阶 不 是 2”)， 

例 6 设 G= 140,1,2,…,n 一 1|, 在 G 上 定义 一 个 加 法 “十 "(为 了 与 数 的 
”加 法 区 别 开 来 ,我 们 在 “十 "上 加 了 一 点 ) 如 下 : 


i 一 i 十 j, 若 i 十 j 之 ni 
iHj 二 i 十 j 一 n, 若 i 十 j 之 nt. 
上 面 的 定义 等 价 于 下 列 定义 : 


i 十 二 上， 车 i 十 j 汪 k(modn)， 


即 车 i 十 j 除 以 以 后 的 余数 为 , 则 定义 ;十 一 &. 利用 这 个 定义 可 以 方便 地 验 
证 结合 


(i 十 站 十 m 三 i 十 (j 十 m) 二 ,其 中 i 十 j 十 mr 二 有 (mod nn)， 
G 的 么 元 为 0, i 的 道 元 为 n 一 i -这 个 群 称 为 模 n 的 剩余 类 加 法 群 ,通常 记 之 为 
Z,. 我 们 今后 还 要 仔细 地 研究 
例 7 设 V 是 实 n 纵向 量 : 间 ， V 上 的 向 量 全 体 在 加 法 下 也 构成 一 个 群 ， 这 


个 群 的 么 元 是 零 向 量 . 这 也 是 一 个 加 法 群 . 
例 8 设 K 是 一 个 数 域 ( 有 理 数 域 、 灾 数 域 或 复数 域 等 )， K 上 n Xn 非 异 矩 
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阵 全 体 在 矩阵 的 习 法 下 构成 一 个 群 , 么 元 为 工 , 即 n 阶 单位 阵 . 当 n 宕 2 时 这 个 
群 是 非 交换 的 . 通常 称 这 个 群 为 域 K 上 的 n 阶 一 般 线性 群 , 记 为 GL,(K). 

例 9 设 SL,(K)=14EGL(K) 11AI=1 ,即行 列 式 为 1 的 2X2 拢 
阵 全 体 . 不 难看 出 SL, (K) 在 和 矩阵 的 乘法 下 也 构成 一 个 群 , 称 为 n 阶 特殊 线 
性 群 . 

例 10 设 昌 = | 土 1, 土 i, 土 j, 土 寻 共 有 8 个 元 素 ,在 及 上 定义 运算 : 
二 六 一 kj 一 一 i 二 j, 不 难 验证 
HH 成 为 一 个 群 , 称 为 Hamilton 四 元 数 群 . 

下 面 我 们 来 讨论 群 的 简单 性 质 . 

性 质 1-1 群 的 么 元 唯一 . : 

证 明 设 e 与 e' 都 是 群 G 的 么 元 , 则 ee’ == e, ee = 二。 , 故 e 二 e'. 证 毕 . 

性 质 1-2 对 群 G 中 任 一 元 a ,其 道 元 也 唯一 . 

证 明 设 a1, az 都 是 a 的 道 元 , 则 al = aie 一 at(aaz) = (aia)as = 
eas 一 az, 证 毕 . 

性 质 1-3 对 群 C 中 任 一 元 ae 有 (o 一 ) 一 a%， 

证 明 ao 一 aa 一 e, 此 即 表明 (al)- = a. 证 毕 ， 

性 质 1-4 设 a, 5 是 群 G 中 元 素 , 则 (ep 一 ao 

证 明 (ab)(bia!1)= 二 a(bb la!) = a(ea™ ') 一 aa 一 e， 

(oa 1)(ap) 一 ba ap) 一 六 (ep) 一 六 0 一 ee. 

性 质 1-5 对 群 G 中 任意 两 个 元 素 a, 5, 方程 ax ==5 及 ya 二 6 在 G 中 有 唯 
一 解 . 

证 明 azx = 二 5 的 解 为 x 一 a 0, 一 5 的 解 为 y 王 ba-. 证 毕 . 

性 质 1-6 左右 消去 律 在 群 中 成 立 . 即 若 au = bu, 则 a 二 5b. 又 若 va = 二 ww， 
则 a = 65. 

证 明 在 等 式 au = bu 两 边 右 乘 zx ! ,得 (au)u 二 (bu)u ,由 此 即 可 推 得 
4 二 5. 同 理 可 证 左 消去 律 也 成 立 . 证 毕 . / 

在 做 群 的 乘法 运算 时 为 了 方便 , 记 a a= 二 4,a'a'a 二 a ,…,a" 为 n 个 
a 之 积 . 又 记 a = (ao )", 则 有 下 列 性 质 . 

性 质 1-7 a” .an" 一 an"， 

证 明 两边 都 等 于 "tn 个 相 乘 . 证 毕 . 

性 质 1-8 (ar 六 一 am 

证 明 ”两 边 等 于 mn 个 a ,之 积 . 证 毕 . 

性 质 1-9 (ae 一 ) 一 C 


证 明 ”两边 等 于 mn 个 a :之 积 .证 毕 . 

性 质 1-10 (a")"=a™, (a™)™” = a™, 

证 明 om am 一 an (a1)” 一 e, 因此 (a”")"' = a”™, 于 是 (a")™” = 
((a”)T)" = (a")"=a™. 

又 , (二 (or 
证 毕 . 

为 方便 起 见 ,约定 a = e. 

若 G 是 加 法 群 , 则 记 a 十 … 十 a = we, 于 是 有 相应 的 性 质 如 下 . 

2 个 、 

性 质 1-7′ ma 十 na = (m 十 n)a.， 

性 质 1-8′ nn(ma) 二 nma. 

性 质 1-9”′ nn( 一 ma) = (一 mn)a. 

性 质 1-10 (一 n)(ma) = (—mn)a, (—n)(—ma) = mna. 

约定 0a = 0. 


习 题 


1. 判断 下 列 集合 在 指定 运算 下 是 否 成 群 ? 

(1) G = | 全 体 整 数 | ,运算 为 数 的 减法 ; 

(2) G = :全 体 正 整 数 | ,运算 为 数 的 乘法 ; 

(3) G = {全 体 正 有 理 数 | ,运算 为 数 的 乘法 ; 

(4) G = {全 体 正 实数 | ,运算 为 数 的 乘法 ; 

(5) G = { 数 域 K 上 n Xn 矩阵 全 体 | ,运算 为 矩阵 的 乘法 ; 

(6) G 同 (5) ,运算 为 矩阵 的 加 法 . | 

2. 设 在 G 中 有 两 个 元 素 a , 6, 适合 a6 = ba , 求证 :对 任意 的 自然 数 4, (ab)" = a"b". 试 
举例 说 明 存在 某 个 群 中 的 两 个 元 素 a, 5, 使 (ab)? 天 a2b. 

3. 证 明 下 面 4 个 矩阵 在 矩阵 乘法 下 构成 一 个 群 ; 


1 0 1 0 一 1 0 -1 0 
0 1|” io 一 1 ” 0 1 0 一 !]| 


4. 设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,V' 为 V 一 玉 的 所 有 线性 函数 全 体 ,定义 V" 中 两 个 函 
数 /, g 的 加 法 为 


(f+8g8)(v) = f(v) + g(v), 


证 明 :V" 在 此 加 法 定义 下 构成 一 个 群 . 
5. 证明 : 若 群 G 中 任 一 元 素 的 逆 元 是 它 自身 , 则 G 是 一 个 Abel 群 . 
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6. 设 G 是 一 个 群 , 且 对 任意 的 a, 5 € G 均 有 (ab) = a*b, 证 明 G 是 一 个 Abel 群 . 
7. 设 G 是 一 个 群 且 对 某 3 个 连续 的 自然 数 i = ” 2 十 1, n 十 2, 有 (ab 六 三 aib' 对 一 切 
a, bE G 成 立 , 则 G 是 一 个 Abel 群 . 
8. 设 G 是 偶数 阶 群 ,证 明 必 存在 G 的 某 个 元 素 a 了 关 e, 且 a =a. 
9. 设 G 是 一 个 半 群 且 适合 下 列 两 个 条 件 : 
(1) 存在 e € G, 使 对 一 切 a €E G, 有 ae = ai 
(2) 对 G 中 任 一 元 a, 必 存在 元 素 a ,使 aa = e. 
证 明 G 必 是 一 个 群 ( 注 :这 是 群 的 又 一 等 价 定义 , 它 的 条 件 要 比 我 们 定义 中 的 条 件 弱 一 些 ). 
10. 设 G 是 一 个 有 限 半 群 , 且 适 合 条 件 : 
(1) 存在 e € G, 使 对 一 切 aEG,ae 一 ai ， 
(2) 对 G 中 任 一 元 a, 若 ab = ac, 则 5b 二 c( 即 左 消去 律 成 立 )， 
证 明 G 是 一 个 群 . 


0 


定义 2-1 设 G 是 一 个 群 ,有 H 是 G 的 子 集 ,如 果 五 在 群 G 的 运算 下 也 成 为 
一 群 , 则 称 互 是 群 G 的 子 群 . 

显然 子 群 的 概念 具有 “传递 性 ”. 即 若 有 是 G 的 子 群 而 K 是 五 的 子 群 , 则 
K 也 必 是 G 的 子 群 . 

如 何 判 别 群 的 子 集 是 子 群 ,我 们 有 下 列 命题 . 

命题 2-1 设 电 是 群 G 的 非 空子 集 , 如 果 互 适合 下 列 两 条 件 之 一 , 则 互 是 
G 的 子 群 : 

(1) 对 任意 的 a, bE€ H, ab €E HE 有 a™ € H; 

(2) 对 任意 的 a, bE€ H, ap E H. 

证 明 (1) 因为 互 是 G 的 子 集 ,所 以 了 H 中 元 素 的 乘积 显然 适合 结合 律 . 又 
若 aE 万 , 则 co E 万 , 故 a.aE 万 , 即 ee 五 .因此 互 是 G 的 子 群 . 

(2) 由 ceE 互 得 ae E 万 , 即 eE 互 .又 ao =e. ae 万 , 若 E 万 ， 
和 EH, 则 a(b7)"€E HH, 即 ab€ H. 由 (1) 即 知 甩 是 G 的 子 群 .证 毕 . 

推论 2-1 设 互 是 群 G 的 有 限 子 集 , 若 对 任意 的 a,5E 昌 , 均 有 ab€H， 
则 五 是 G 的 子 群 . 

证 明 由 上 述 命 题 中 的 (1) 只 需 证 明 对 任意 的 a € 互 , a” 必 属于 最 即 可 . 
由 已 知 条 件 知 a, a?*, a ,… 缘 属于 五 .但 是 互 是 有 限 集 ,因此 必 存 在 >  s, 使 
wo 二 a;. 由 消去 律 得 o 一 = 二 e, 但 > 一 *>0, 故 ar € H. 显然 o 一 oa， 
这 就 证 明了 结论 . 证 毕 . 

对 任意 一 个 群 G, G 自身 也 可 以 看 成 是 它 的 子 群 .另外 ,CG 的 么 元 组 成 G 的 
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子 群 (只 含 一 个 元 素 ). 这 两 个 子 群 称 为 G 的 平凡 子 群 . 不 是 平凡 的 子 群 称 为 非 
平凡 子 群 . 

下 面 我 们 来 看 一 些 子 群 的 例子 ， 

例 1 设 Z 是 整数 加 法 群 ( 见 $1.5, 例 1), 又 设 n 是 固定 的 某 个 自然 数 , 令 
及 二 40, 土 n, 填 2nx,…|, 即 态 由 n 的 倍数 组 成 , 则 五 是 Z 的 子 群 .这 个 子 群 通 
常 记 为 nZ. 

例 2 设 V 是 数 域 K 上 的 向 量 空间 ,V 在 向 量 的 加 法 下 成 为 一 群 .Vi 是 了 
的 子 空间 , 则 V, 是 V 的 子 群 . 

例 3 设 GL,(K) 是 数 域 K 上 的 n 阶 一 般 线性 群 ,SL,(K) 是 n 阶 特殊 线性 
群 ( 见 $2.1 例 8、 例 9). SL,(K) 是 GL,(K) 的 子 群 . 

例 4 设 R 是 实数 全 体 在 加 法 下 组 成 的 群 ,Q 为 有 理 数 全 体 , 则 Q 是 
(R, 十 ) 的 子 群 .另外 , 记 了 是非 零 实 数 全 体 组 成 的 乘法 群 , 虽 然 R* 是 R 的 子 
集 ,但 是 由 于 R* 上 的 运算 与 (R, 十 ) 上 的 运算 不 同 ,因此 R' 不 是 R 的 子 群 . 

例 5 设 S, 是 n 次 对 称 群 , 它 是 n 个 元 素 集 {a;,…, a,|} 上 的 置换 全 体 构 成 
的 群 . 设 ai,…, a 是 其 中 的 & 个 元 素 , 则 所 有 保持 a ，…, a 不 动 的 5S, 的 元 
素 全 体 构成 S, 的 一 个 子 群 . 

定义 2-2 设 G 是 一 个 群 , C = ic E.G|gc = cg 对 一 切 g € G|, 即 C 中 
元 素 与 G 中 任意 一 个 元 素 的 乘法 可 交换 , 称 C 是 G 的 中 心 . 

命题 2-2 群 的 中 心 必 是 子 群 . 

证 明 设 C 是 群 G 的 中 心 , 若 a, 8E C, 对 任意 的 g € G, 则 

(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab). 

又 由 ag = ga 可 推出 ga = org, 故 apEC,a EC, 由 命题 2-1 即 知 C 是 
G 的 子 群 .证 毕 ， . 

例 6 设 G 是 一 群 , 1H,|sel 是 G 的 一 族 子 群 , 则 站 甩 .仍然 是 G 的 子 群 . 事 
实 上 车 a, 5€E 门 H,, 则 a,。 属 于 每 个 肪 ,, 而 日 . 是 子 群 , 故 ab””€ 有 H,. 这 对 任 
一 a 均 成 立 , 因 此 ab En 站 五 ., 即 门 五。 是 子 群 . 1 

定义 2-3 设 S 是 群 G 的 子 集 ,G 中 包含 集合 S 的 所 有 子 群 的 交 称 为 由 S 
生成 的 子 群 , 记 为 一 S>， 

注意 ”包含 S 的 子 群集 非 空 ,因为 G 本 身 包含 S. 又 <S> 是 G 中 包含 S 的 
“最 小 "的 子 群 . 若 S 本 身 是 G 的 子 群 , 则 容易 看 出 < S 二 =S. 

命题 2-3 设 S 是 G 的 子 集 , 则 


<S>= lala ar |n€EN,a€ SS,e =t+tl}. 
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在 证 明 这 个 命题 之 前 ,我 们 先 作 一 些 说 明 . 上 式 表示 <<S 之 可 以 由 所 有 有 限 
”乘积 a a，… .as 组 成 ,其 中 可 取 任 何 自 然 数 ,a; 可 取 S 中 任何 一 个 元 
素 , 且 人 允许 重复 取 . 

证 明 先 证 集合 {a az ，…， a | 构成 一 子 群 . 事实 上 若 设 a = a ，…， 


ob 二 榴 … 则 

ab™! 一 aa cambio br, 
显然 仍 属于 原 集合 , 故 它 是 一 个 子 群 . 又 这 个 子 群 包含 S( 取 n= 1, 6 一 1), 对 
任 一 包含 S 的 G 的 子 群 日 ,a: € SC 有 HH, 敬 o 和 i … ay € 甩 . 这 就 证 明了 子 
群 fap ，… ar} ES 五 , 故 它 就 是 <S>, 证 毕 . 


若 瑟 = 二 5S 汪 >, 则 S 中 元 素 称 为 HH 的 生成 元 .又 若 S 是 一 个 有 限 集 , 则 互 
称 为 有 限 生成 的 子 群 . 特别 若 G 可 由 一 个 有 限 集 生 成 , 则 称 G 是 有 限 生 成 的 群 . 
如 果 G 可 由 一 个 元 素 生 成 ,那么 称 G 是 一 个 循环 群 . 显然 有 限 群 总 是 有 限 生成 
的 .注意 ,无限 群 也 可 以 是 有 限 生成 的 ,比如 整数 加 法 群 Z 可 由 一 个 元 1 生成 ， 
因此 Z 是 一 个 无 限 循环 群 . 

定义 2-4 设 a 是 群 G 的 元 素 , 若 存在 最 小 的 自然 数 n, 使 a" = e, 则 称 x 是 
元 素 a 的 周期 . 

e 的 周期 为 1. 若 不 存在 自然 数 n, 使 a" = e, 则 称 a 的 周期 为 0( 或 称 a 的 周 
期 为 co). 一 个 元 素 a 的 周期 用 oCa) 表 示 ( 有 时 也 用 |al 表 示 ). 

命题 2-4 设 a 是 群 G 的 元 素 , o(a) = n, 则 由 a 生成 的 G 的 循环 子 群 
<a> 的 阶 恰 为 nn. 

证 明 作 a, a?,…, a”!, a" 二 e|, 不 难 验证 这 个 集合 是 G 的 子 群 , 且 
一 a>= fa, a …, ar ej ,于 是 | 过 a>|= x. 证 毕 . 

命题 2-4 给 出 了 周期 的 另 一 个 等 价 定义 :a 的 周期 等 于 <a 之 的 阶 . 

周期 有 如 下 的 性 质 . 

命题 2-5 设 a 是 群 G 的 元 素 , 且 o(a) = n, 若 m 是 一 个 整数 ， 县 a 一 e， 
则 njm. 

证 明 车， 不 能 整除 m， 则 w= ng 十 r, 0<r<m，r, 9 为 整数 , e 一 a” = 
at 二 a", 与 n 是 a 的 周期 矛盾 .证 毕 . 

现 设 HH 是 G 的 子 群 ,我 们 要 利用 瓦 来 构造 G 的 分 划 . 

定义 2-5 设 瓦 是 群 G 的 子 群 ,a € G, 则 称 集合 Ha = {ha |hE 互 | 是 

G 的 一 个 右 傍 集 (或 称 右 伴 集 ). 称 集合 aH = {ah |h€ Hi 是 G 的 一 个 左 傍 集 
(或 称 左 伴 集 ). 
现在 我 们 先 来 求 两 个 右 傍 集 Ha = Hb 的 充 要 条 件 . 如 果 Ha = 二 Hb, 则 


aa 一 ea E Ha, 故 a=hb, 即 ab"! 日 . 反 过 来 , 若 capE H, 则 ha = ha(b1b) 
二 (hab 1')bE€E Ho, 于 是 Ha CS Hob, 同 理 可 证 Hb 忆 Da , 于 是 Ba = Hb. 

又 若 Ha,，Hb 是 任 两 个 右 傍 集 , 作 Ha-> H6 的 上 映射 ha->hv, 这 是 个 一 一 对 . 
应 ,因此 | Ha |=| Hb |, 即 Ha,， He6 的 元 素 个 数 相等 . 

最 后 , 若 Ha 关 Hb, 则 Ha 个 Hb = 2. 事实 上 , 若 hia==hb€ Ha 败 Hb， 
则 ab = 加 !'h。 € 互 , 由 前 面 的 分 析 知 Ha = Hb, 引出 矛盾 . 

由 以 上 分 析 我 们 知道 右 傍 集 (类 似 地 左 傍 集 ) 有 如 下 性 质 . 

性 质 2-1 (1) Ha == Hb(aH = bH ) 的 充 要 条 件 是 ab ! € 五 (apE HH); 

(2) | Ha |=| Hb | (| aH |=|6H |); 

(3) 若 Ha 关 Hb (aH #6bH), 则 Ha MN Hb = YY (aH fbH =8). 

从 这 些 性 质 我 们 可 以 看 出 G 上 的 右 傍 集 全 体 (或 左 傍 集 全 体 ) 构 成 了 G 的 
一 个 分 划 , 且 每 一 块 含 的 元 素 相 同 , 即 等 于 互 = He 的 阶 . 由 此 我 们 就 得 到 了 车 
名 的 Lagrange 定理 . 

定理 2-1(Lagrange 定理 ) 设 HH 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 | 五 | 是 1G| 的 因子 . 

既然 G 的 右 傍 集 全 体 构成 了 G 的 一 个 分 划 ,由 $1. 3 中 的 命题 3-1 知 它 决 
定 了 G 中 的 一 个 等 价 关系 :a~b 当 且 仅 当 Ha = Hb, 当 且 仅 当 ab””€ HH. 在 这 
个 等 价 关 系 下 的 商 集 忆 为 G 的 右 傍 集 全 体 . 1G| 即 右 傍 集 的 个 数 称 为 子 群 互 在 
G 中 的 指数 , 记 为 [G : H]. 于 是 Lagrange 定理 也 可 以 改写 如 下 . 

定理 2-1 车 电 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 

1G1=1 HI.[G:H]. 


注意 ”如果 我 们 改 用 左 傍 集 来 定义 指数 , 则 也 可 以 得 到 相同 的 结论 ,而 且 我 
们 还 可 以 看 出 用 左 傍 集 定义 的 指数 与 用 右 傍 集 定义 的 指数 是 相等 的 . 事实 上 我 
们 还 可 以 直接 证 明 这 一 点 : 作 五 的 左 傍 集 集合 到 五 的 右 傍 集 集合 的 映射 : 
a 互 一 五 ao-: ,读者 不 难 自己 证 明 这 是 个 一 一 对 应 , 因此 互 左 傍 集 的 个 数 等 于 
瓦 右 傍 集 的 个 数 . 但 是 读者 需 注意 ,一般 来 说 Ha 关 a 互 ,我们 将 在 下 一 节 讨 
论 这 个 问题 . 

Lagrange 定理 有 许多 推论 ,我 们 简 述 如 下 . 

推论 2-2 车 G 是 有 限 群 , 则 G 中 任 一 元 素 的 周期 必 是 |G| 的 因子 . 

证 明 ol(a) =|<a>|, 故 o(a)|11c|. 证 毕 . 

推论 2-3 车 G 是 有 限 群 , 则 对 任意 的 a € G, a'” = e. 

证 明 由 推论 2-2 即 得 . 证 毕 . 

推论 2-4 若 1G|= p, zp 是 一 个 素数 , 则 G 是 循环 群 。 
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证 明 若 a 关 e, 则 | 二 a 二 | 整除 p. 只 可 能 | 过 a|=p, 故 G=< 之 a 之 ,G 
是 循环 群 . 证 毕 . 
作为 应 用 ,我 们 用 Lagrange 定理 的 推论 来 证 明 数 论 中 的 Euler 定理 与 
Fermat 小 定理 . | 

首先 我 们 定义 数论 上 常用 的 Euler p 函数 如 下 :p 是 自然 数 集 N 上 的 函数 ， 
2(1) 二 1, 9p(2) 等 于 “小 于 2 而 与 2 互 素 的 正 整数 的 个 数 ” ,比如 pg(2) = 1， 
2(3) 一 2,p(4) 一 2,92(5) 一 4, pg(6) ==2, 0p(7) 二 6, 0(8) 一 4, 等 等 . 若 p 是 
素数 , 则 pg(p) = p 一 1. 

例 7 Euler 定理 : 若 a, ”都 是 正 整数 且 a 与 n 互 素 , 则 


az = 1(modn). 


证 明 令 G= | 小 于 nn 且 与 4 互 素 的 正 整 数 |, 则 G 的 阶 恰 为 p(n). 定义 G 
中 元 素 的 乘法 < . "如 下 : 
1 .大 一 5, 其 中 * 适 合 mk = s(modn). 


车 m, 上 & 与 n 互 素 , 则 不 难 验 证 s 也 与 n 互 素 .因此 G 在 上 述 乘 法 运算 下 封闭 . 结 
合 律 也 不 难 验 证 . 事实 上 若 m, &, ILEG, 则 (mm.&).1= 二 mm. (kl) 二 ss, 其 中 
5 适合 mkl 三 s(mod n). 显然 1 是 G 的 么 元 . 对 任意 的 m € G, 因为 m 与 n 互 
素 , 必 有 0 二 有 二 nn 及 整数 :使 mk 十 nt = 1. 显然 上 与 n 互 率 , 故 &k EG 日 k 是 
m 在 G 中 的 道 元 ,这 样 G 就 成 为 一 个 群 . 由 推论 2-3, 对 G 中 任 一 元 素 a , 均 有 
ar 二 1(modn). 当 a 宇 nn 时 , 令 a 一 ng 十 rr, 0 二 7 之 7n, 则 rr € G. 由 于 
a 三 r(mod n), 因此 仍 有 等 式 ar” 二 1(mod 7n). 证 毕 . 

例 8 Fermat 小 定理 : 设 p 是 素数 ,a 是 自然 数 , 则 az 二 a(mod p). 

证 明 若 a 与 p 互 素 ,由 Euler 定理 有 a?” 二 1(modp), 但 pg(p)=p 一 1， 
故 和 三 1(mod p), 两 边 乘 以 a 即 得 结论 . 当 a 是 p 的 倍数 时 结论 显然 成 立 . 


习 是 


1. 设 Hl， Hi，… 是 群 G 的 一 族 子 群 , 且 Hi C Hs C Hs CC…, 证 明 UH 是 群 G 的 子 


群 .车 电 , K 是 群 G 的 子 群 且 两 者 互 不 包含 ,求证 HUK 必 不 是 G 的 子 群 . 

2. 设 G 是 一 个 10 阶 循环 群 , 即 G= ie a, wo，…，, a’|, al 一 e, 求 由 az 生成 的 子 群 昌 
的 右 傍 集 全 体 . 

3. 设 互 , 氏 是 群 G 的 子 群 旦 KK 是 HH 的 子 群 , 若 [G : 有 H] 及 [H: K] 丝 有 限 ,求证 


[G : K] 也 有 限 , 且 
[G:K] = [G :HJ][H: K]. 
4. 设 互 , 玉 是 群 G 的 子 群 , 且 HK = |hk |hE€ 甩 ,kE Ki, 求 证 :HK 是 G 的 子 群 的 充 
要 条 件 为 HK = KH. 
5. 设 瓦 , K 是 群 G 的 两 个 有 限 子 群 ,证 明 : 


IHI-IK| 
HK = 
HL | 


6. 设 互 ,天 是 G 的 子 群 , 且 [G: H], [G: K] 都 有 限 ,求证 :[G : HNK] 也 有 限 . 
7. 设 电 , K 是 G 的 有 限 子 群 , 且 它 们 的 阶 互 素 ,求证 : 
: H MK le). 

8. 求证 :对 G 中 任意 元 a, 5, 均 有 

(1) o(a)=0(a ); 

(2) o(a)=0(6 ab); 

(3) o(ap) 一 o(pa). 

9. 设 G 是 nn 阶 循环 群 ,求证 G 的 生成 元 个 数 恰 为 p(n). 

“10. 设 a, 5 是 群 G 中 的 两 个 元 素 且 ab = ba, 若 o(a) =m, 0o(5) ==n, 求证 : G 中 必 有 一 

个 元 素 的 周期 等 于 mm, n 的 最 小 公 倍 数 . 

11. 设 G 是 一 个 有 限 群 ,S, 是 G 的 非 空子 集 且 G 关 ST, 求证 : | G | 宇 | S| 十 | T|. 

12. 设 S 是 G 的 非 空 子 集 , 令 


C(S)= {xEGI| Zs= sr ‘对 二 切 s€ S}, 


证 明 :C(S) 是 G 的 子 群 . C(S) 称 为 S 在 G 中 的 中 心 化 子 . 问 C(G) 等 于 什么 ? 

13. 设 G 是 一 个 群 ,H 是 其 子 群 且 瑟 在 G 中 的 指数 x 有限, 证 明 : 若 a € G, 则 存在 某 个 
k 三 n 使 a* € HH. 

14. 设 G 是 一 个 群 , 互 , K 是 G 的 子 群 且 昌 在 G 中 的 指数 有 限 ,求证 : K 门 昌 在 K 中 的 
指数 也 有 限 . 


我 们 在 上 一 节 介绍 了 子 群 傍 集 的 概念 . 一 般 来 说 , 群 G 的 子 群 五 的 右 傍 集 
与 左 傍 集 不 一 定 相等 . 以 S: 为 例 ,将 S; 看 成 是 {zi, zx:, zs} 上 的 置换 构成 的 群 ， 
e 表示 恒 等 置换 : 


令 BB 表示 置换 : 
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不 难看 出 @? = e, Y’ 二 e. 我 们 约定 置换 的 乘法 这 样 定义 :@ 为 先 作 用 更 后 作 
用 亚 , 即 zi(G5 有 更) 二 (zx 妆 ) 和 ,于 是 


S: = {e, $B, WV, VW, BW, VBI. 令 昌 = fe, $B), 则 瑟 的 左 \ 右 傍 集 如 下 : 

左 傍 集 (3 个 ); H= {e, @|, YH = | 更 ,ZE WH= {¥’, $= Sy); 

右 傍 集 (3 个 ): H= fe, B}, HV = iy, VI, HY = {Vy’, Gv’ = Yel. 
显然 , YH 关 HW , WH 承 HYW. 但 是 对 于 某 些 子 群 来 说 , .Ha = aH 总 成 立 ， 
这 样 的 子 群 互 特别 重要 ,现在 来 研究 这 种 子 群 . 

定义 3-1 设 G 是 群 ,H 是 G 的 子 群 , 若 对 任意 的 G 中 的 元 素 a ,总 成 立 
Ha = aH , 则 称 日 是 群 G 的 正规 子 群 (或 不 变 子 群 ), 记 为 H4G. 

如 何 来 判断 一 个 子 群 是 正规 子 群 ? 我 们 有 下 列 判定 定理 . 

命题 3-1 设 瑟 是 群 G 的 子 群 , 若 对 任意 的 gE G, 及 任意 的 hE€ 是, 均 有 
ghg ! EH( 或 gi'ihg € 昌 ), 则 HH 是 G 的 正规 子 群 

证 明 只 需 证 明 gH = Hg 即 可 .事实 上 , 8hg € H, ghg"=hl€H, 
因此 gh € Hg, 于 是 gH SS Hg. 类 似 地 Hg CC gH , 即 得 结论 .证 毕 . 

一 个 群 G 至 少 有 两 个 正规 子 群 :1e| 及 G 自身 . 这 是 两 个 平凡 正规 子 群 . 若 
G 除 了 ie},G 外 再 无 其 他 正规 子 群 , 则 G 称 为 单 群 .由 8 2. 2 可 知 ,素数 阶 群 必 
是 单 群 . 

例 1 交换 群 的 任 一 子 群 都 是 正规 子 群 . 

例 2 在 S: 中 令 NN = le, 更 , 亚 :|, 则 NN 的 左 傍 集 有 两 个 ; N, BN = 
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{和 @, By, BV? 一 VB1、N 的 右 傍 集 也 有 两 个 : N, NG = {6, Y@, YV'$ = 生生 | 
显然 NG = BN ,NN 是 正规 子 群 . 

例 3 若 瑟 是 G 的 子 群 且 [G: 日 ] = 2, 则 H 是 正规 子 群 . 

证 明 设 aEH, 则 G=HU Ha. 另 一 方面 G= HUaH ,因此 aH = Ho， 
HH 是 正规 子 群 . 证 毕 . 

例 4 设 G 是 一 个 群 ,a, bEG, 记 [a,5]==an'b ab, 称 [a, 5] 是 a 与 b 的 
换 位 子 元 ,G 中 所 有 换 位 子 元 生成 的 子 群 称 为 G 的 换 位 子 子 群 (或 称 G 的 导 
群 ), 记 为 [G, G]( 或 G ), 则 [G, G] 是 G 的 正规 子 群 . 

证 明 由 $2.2 可 知 : 


[G, G] = {[ai, bjiee[a,, bl | ai, b: €E G,n EN,e=+t1}, 
注意 到 [a, 56] == [56, aj, 故 
[G, G] = {[a, bi[as, 6r] | ai, b: € G,n€ NI. 
男 一 方面 , gla, bJg 一 [gag ,gbg”], 于 是 对 任意 的 g € GG， 
glai, bil[a,, blg™ 
= g[a, bilg gla, bg * glas, pg 
= [gaig', gbig '][gazg™', gbig ']'*[gang ', gbrg ] € LG, G], 


因此 [G, Gj 是 G 的 正规 子 群 ,证 毕 . 

例 5 设 C 是 G 的 中 心 , 则 C 必 是 正规 子 群 

例 6 群 G 的 任意 个 正规 子 群 的 交 仍 然 是 正规 子 群 

证 明 设 {H.ler 是 一 族 G 的 正规 子 群 , H 一 站 H., 对 任意 的 g € G， 
hE H, ghg"€ H, 对 一切 a E 了 成 立 ,因此 ghg”& H, 即 甩 为 正规 子 群 .证 毕 . 

若 S 是 群 G 的 子 集 ,定义 由 S 生成 的 正规 子 群 为 所 有 包含 S 的 G 的 正规 子 
群 之 交 . 

例 7 设 互 是 群 G 的 子 群 , 令 N(H) 一 {gEGIlegH= Hgl, 则 玉 是 
N(H) 的 正规 子 群 . 

证 明 只 需 证 明 N( 互 ) 是 G 的 子 群 即 可 .事实 上 , 若 a, 5 € N(H), 则 
(ab)H = a(bH) = a(Hb) = (aH)b= (Ha)b= H(ab), 故 ab € NG 瑟 ). 又 
显然 nH = He!', 帮 an € N(H). 这 就 证 明了 结论 .证 毕 . 

N(H) 称 为 腥 在 G 中 的 正规 化 子 , 它 是 G 中 包含 有 H 作为 正规 子 群 的 “最 
大 "的 一 个 子 群 .事实 上 , 若 天 是 G 的 子 群 , 且 含 有 H 作为 正规 子 群 , 则 对 任意 的 
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cEK,cH= Hc, 故 cE N(H), 即 KN(H). 

由 子 群 的 定义 我 们 知道 , 子 群 的 子 群 仍 是 子 群 ,但 是 正规 子 群 的 正规 子 群 不 
一 定 是 正规 子 群 ,我 们 将 在 以 后 看 到 确实 有 这 样 的 例子 :车 HdK, K4G, 但 日 
不 是 G 的 正规 子 群 . 

正规 子 群 的 重要 性 在 于 利用 它 可 以 定义 商 群 . 设 日 是 G 的 正规 子 群 ,由 
§ 2. 2 知道 玉 决 定 了 G 上 的 一 个 等 价 关系 “~”, 其 商 集 G 二 G/ ~. 现在 要 在 集 
合 G 上 定义 一 个 运算 使 G 成 为 一 个 群 . 注意 G 中 的 元 素 就 是 G 的 右 傍 集 ,我 们 
希望 定义 G 的 运算 ( 记 为 乘法 “.”) 为 

(Ha). (Hb) = Hl(ab). : (1) 


引 理 3-1 设 互 是 G 的 子 群 ,G 为 互 的 全 体 右 傍 集 所 成 的 商 集 , 则 (1) 式 是 
G 上 运算 的 充 要 条 件 是 H4G.， 

证 明 设 妃 是 G 的 正规 子 群 , 若 Ha = Ho, Hb = Hbi, 则 我 们 必须 证 明 
Hab 一 万 ai 因为 Ha = Hal, Hb = Hbi, 故 aa7! € 昌 , bb7! € 日 , 于 是 
(ab) (aib)”! 二 abbniai! 二 ahiai!, 其 中 hi € H. 但 是 所 正 规 , ah, E 
afHH = 二 Ha, 即 ahi = hza, jz € 昌 , 因此 ahiai! 二 hzaai! € H. 这 就 证 明了 
Hab = Haib. 

反之 若 (1) 式 定义 了 G 上 的 运算 , 即 GXG 一 G 的 上 映射: (Ha，, Hb) -> Hab， 
设 a 任 意 ,5 = 二 al, 则 (Ha，Ha 1) -> Haa™! = 二 HH. 但 对 任意 的 h € HH， 
五 = Hh, 故 (Ha, Ha™') = (Ha, Hha!) > Haha'. 由 于 (Ha, Hb) > Hab 
是 映射 , 故 必须 Haha” = H, 即 aha™ E 昌 , 由 命题 3-1 知 日 是 G 的 正规 子 
” ”由 上 述 引 理 可 知 只 有 当 昌 是 正规 子 群 时 ,才能 在 G 上 按 (1) 式 定义 运算 ,我 
们 现在 来 证 明 G 这 时 成 为 群 . 首先 G 上 的 乘法 满足 结合 

(Ha. Hb): Hc = Hab . Hc = H(ab)c = Halbe), 
Ha. (Hb. Hc)= Ha. Hbc = Hatlbec), 


于 是 
(Ha. Hb6). Hcec= Ha. (Hb. Hc). 


又 日 = He 显然 是 G 的 么 元 ,Ha :是 Ha 的 道 元 ,因此 已 是 一 个 群 . 

定义 3-2 设 G 是 一 个 群 ,HH 是 G 的 正规 子 群 ,G 为 有 H 的 右 傍 集 的 集合 ,G 
在 Ha. Hb 二 Hab 定义 下 构成 的 群 称 为 G 关于 昌 的 商 群 , 记 为 G = G/H. 

为 简单 起 见 , 商 群 G 中 的 元 素 常用 元 素 的 等 价 类 互 , 等 来 表示 ( 即 a = 
Ha ,65 二 Hb 等 ), 于 是 (1) 式 变 为 


a.b= ab, 
G 中 的 么 元 为 ,而 求 逆 为 


(a)! = al. 
我 们 今后 经 常 采用 这 种 写法 ,读者 必须 熟 记 :a 表 示 a 所 在 的 傍 集 Ha. 
显然 若 G 是 交换 群 , 则 C 也 是 交换 群 ;车 G 是 有 限 群 , 则 G 的 任 一 商 群 也 是 
有 限 群 且 | GA/H |= [G: HI]. 
例 8 设 Z 是 整数 加 法 群 ,nZ= 10, 土 n, 土 2n, …| 是 Z 的 子 群 .由 于 ZZ 是 
交换 群 ,nZ 是 正规 子 群 ,Z 关于 ?2Z 的 商 群 记 为 
Z, = {0, 1, 2, …, n—1}, 


Z, 中 的 加 法 适合 : i 十 7 二 3, 其 中 ;适合 i 十 j 二 s(mod n), 因此 与 32.1 例 
6 中 定义 的 群 是 一 回 事 , 称 Zz, 为 模 n 的 剩余 类 群 . 
例 9 设 G 是 一 群 ,[G, G] 是 G 的 换 位 子 子 群 , 则 商 群 G/[G, G1] 是 交换 

群 . 不仅 如 此 ,车 K 是 G 的 正规 子 群 旦 GAK 是 交换 群 , 则 [G, G] S K, 即 
[G, G] 是 使 G 关 于 其 正规 子 群 之 商 为 交换 群 的 “最 小 ”正规 子 群 . 

”证 明 记 N=[G,G], 设 a,bE€G, 则 #5.:.5=Nao.N= Nab= 
Naba-ib ba ,但 是 aba71'b"' EN, 故 Naba-'b'! 二 N, 因此 上 式 等 于 Nba = 
5 .5, 即 G/N 是 交换 群 . 又 若 KG 且 G/K 交换 , 则 对 任意 的 a, 6E G， 


Kaba bl!= Ka. Kb. Ka’!. Kb 


由 于 GAK 交换 , 故 Ka . Kb. Ka'!. Kb 一 Ka . Ka !., Kb. Kb- 一 K, 于 是 
Kapa- 6! 二 K, aba 'b"! € K. 这 表明 任 两 个 元 a, 5。 的 换 位 子 属于 子 群 K. 而 
[G, G] 由 换 位 子 生成 , 故 [G, G] SG K. 证 毕 . 


局 题 


1. 若 NN 是 G 的 子 群 ,有 HH 是 G 的 正规 子 群 ,求证 :NH 是 G 的 子 群 . 

2. 交换 群 的 任 一 子 群 都 是 正规 的 , 问 其 逆 是 否 成 立 ? 如 不 成 立 , 试 举 反 例 . 

3. 设 互 是 有 限 群 G 的 子 群 且 | 日 |= m, 又 在 G 中 阶 为 m 的 子 群 只 有 一 个 ,证 明 : 互 是 
G 的 正规 子 群 . 

4. 设 N, 互 是 G 的 两 个 正规 子 群 且 N 门 H = je ,求证 :对 任意 的 zxE N,，yE HH， 
xy 一 YI. 

5. 设 NN 是 G 的 循环 子 群 ,证 明 : 车 NN 是 正规 子 群 , 则 N 的 任 一 子 群 都 是 G 的 正规 子 群 . 

6. 设 C 是 群 G 的 中 心 且 GA/C 是 循环 群 ,证 明 G 是 交换 群 . 
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7. 若 G 是 有 限 群 ,N 是 其 正规 子 群 且 [G: N] 与 1N| 互 素 , 则 对 任意 适合 xz = e 的 元 
Zz, 必 有 zzE N. 

8. 设 NN 是 G 的 正规 子 群 且 N 由 [G, G] = te}, 证明: NSEC,C 为 G 的 中 心 . 

9. 设 G 由 下 列 形式 符号 组 成 : G= |xiy’ |i==0,1;j= 二 0, 1,…,n 一 1}. 这 里 > 2. 
假设 ziy’ = z)， 当 且 仅 当 羡 一 间 六 一 六 又 设 寻 于 多 一 e zy 二 yx, 求证 :G 是 2n 
阶 非 交 换 群 且 当 nn 是 奇数 时 G 的 中 心 为 1e} , ”为 偶数 时 G 的 中 心 含有 不 止 一 个 元 素 ( 上 述 G 
称 为 二 面体 群 , 记 为 D,). 

10. 设 G 是 一 个 群 , 且 对 所 有 的 a, 5 € G 均 满足 (ap)* = a?b?* , 这 里 妨 是 一 个 固定 的 素 
数 , 令 


S= 1xz€EG|z ==e，m 是 一 个 自然 数 (可 与 x 有 关 )|， 
求证 :(1)S 是 G 的 正规 子 群 ;(2) 若 = G/S, 则 若 去 适合 z? 一 , 则 必 有 元 一 
11. 设 G 是 120 阶 群 ,HH 是 G 的 子 群 且 阶 为 24. 若 有 G 中 不 属于 五 的 元 素 g 使 
gH = Hg , 求证 :有 HH 是 G 的 正规 子 群 . 
12. 设 G 是 非 零 复数 乘法 群 ,求证 :G 没有 指数 有 限 的 真子 群 . 


读者 已 经 在 高 等 代数 中 学 过 两 个 线性 空间 之 间 线 性 映射 的 概念 . 简单 地 说 
线性 映射 是 保持 线性 空间 上 运算 (向 量 加 法 与 数 乘 ) 的 映射 .对 于 群 来 说 ,保持 运 
算 的 映射 称 为 同 态 . 

定义 4-1 设 G,G: 都 是 群 , 是 G1 一 G， 的 映射 且 对 任意 的 人 bE GT:s 
都 有 


flab) = f(a)f(b), 


则 称 f 是 群 G, 到 Gs 的 同 态 . 若 f 是 单 映 射 , 则 称 群 同 态 f 为 单 同 态 ; 若 f 是 满 
映射 , 则 称 f 为 满 同 态 或 映 上 同 态 ; 若 同 态 f 是 双 射 , 则 称 f 是 同 构 . 群 G 到 自 
身 内 的 同 态 称 为 自 同 态 ,到 自身 上 的 同 构 称 为 自 同 构 . 

若 f:G>G, 是 同 构 , 则 记 之 为 G1 吴 G;，, 称 群 Gi 与 G; 同 构 . 凡 同 构 的 群 ， 
从 运算 结构 上 来 看 是 一 样 的 . 

例 1 设 G,G, 是 任意 两 个 群 , 令 f: G1 一 Gi 为 映射 f(a) = es, 这 里 a 是 
Gi 的 任 一 元 素 ,es 是 Gs 的 么 元 , 则 是 同 态 , 这 个 同 态 称 为 平凡 同 态 . 

例 2 设 G 二 Gs 一 G, 令 f:G 习 G 使 f(a) ==a, 即 f 是 恒 等 映 射 , 则 了 是 
G 的 自 同 构 , 称 为 恒 等 自 同 构 , 记 为 Ide 或 Tc. 

例 3 设 Gi 是 实数 加 法 群 ,Gs 是 非 零 实数 乘法 群 , 作 f:G1 一 Gs 使 f(z) = 2， 
不 难 验证 f 是 群 同 态 . 这 是 个 单 同 态 而 不 是 满 同 态 (G* 中 负数 没有 原 像 ). 
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例 4 设 GL,(R) 为 实 n 阶 一 般 线性 群 ,Gs 为 非 零 实数 乘法 群 ,定义 f:A 一 |A|， 
即将 一 个 矩阵 上 映 到 它 的 行列 式 , 则 f 是 群 同 态 . f 为 满 同 态 但 当 n > 1 时 了 不 是 
单 同 态 . 


例 5 设 G 是 任 一 群 ,a 是 G 中 的 一 个 元 素 , 作 G->G 的 映射 p。: g(x) = 
azxa”!, 则 不 难 验 证 mw 是 群 自 同 构 , 称 为 由 元 素 a 决定 的 G 的 内 自 同 构 . 

同 态 有 下 列 性质 . 

性 质 4-1 若 f; G 一 G; 是 群 同 态 , 则 f(e) 是 Gs 的 么 元 . 

证 明 ”对 任意 的 z€ G1, f(x) = f(z .e) = F(z)F(e), 两 边 消去 f(z) 得 
f(e) 一 ee 是 Gs 的 么 元 . 证 毕 . 

性 质 4-2 ” 群 同 态 /: G1 一 G, 将 道 元 变 为 逆 元 , 即 F(z-) = f(x) 

证 明 e = je)=Fz zx ) 二 f(z)f(zx71!), 故 f(x 1) = f(z) 了 .证 毕 . 

性 质 4-3 f; G1: 一 Gs 是 群 同 态 , 则 Im f 是 Gs 的 子 群 . 

证 明 若 a, bE Im f, 不 妨 设 a = f(zx), b= 二 f(y), 则 ab! = 
f(xy 1!) EIm f, 因此 Im 了 是 Gi 的 子 群 .证 毕 . 

( 子 群 Im f 称 为 G; 在 了 下 的 同 态 像 ). 

性 质 4-4 Jf: G 一 G: 是 群 同 态 ,e 是 Gs 的 么 元 , 则 Ker f= [x EG | 
f(zx) = e'| 是 G, 的 正规 子 群 , 称 为 同 态 f 的 核 , 

证 明 设 z,y€ Kerf, 则 f(x)= f(y)=e, f(xy')= f(r)f(y) 一 e， 
因此 zy € Ker f, 即 Ker /是 G; 的 子 群 .又 对 任意 的 g € G1, f(grg"') = 
f(g)f(z)f(g)"' = f(g)ef(g)"! ==e. 这 就 证 明了 Ker 是 Gi 的 正规 子 群 . 
证 毕 . 

性 质 4-5 同 构 关系 是 一 个 等 价 关系 . 

证 明 (1) G 器 G, 显然 ,只 需 取 了/ 二 16 即 可 . 

(2) 车 f: G, 一 Gs 是 同 构 , 令 广 :是 f 的 逆 映 射 , 则 FPCF- (ab)) = ab = 
f(a) Ar = Cn (of (6)). 而 了 是 单 映射 ,因此 /一 (ap) = 
f(a)f71(b), 即 f71: Gs 一 Gi 是 同 构 . 

(3) 若 甩 :G1 一 G:， fz: G: 一 Gs 是 同 构 , 则 对 任意 的 a,5E€ GG， 


fzfi(ab) 一 PCPCa) 六 Co)) 一 万 户 (a) 户 万 (2)， 


即 fef 是 Ci 一 Cs 的 群 同 构 . 证 毕 . 
性 质 4-6 设 电 是 群 G 的 正规 子 群 ,G 到 商 集 G = GA/H 上 的 自然 映射 是 
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群 同 态 , 称 之 为 自然 同 态 . 

证 明 由 ab 一 ab 二 a6 即 知 自然 映射 a 一 互 是 群 同 态 . 证 毕 . 

定理 4-1( 同 态 基 本 定理 ) 设 了 是 群 G, 到 G, 的 映 上 同 态 , 则 f 诱导 出 
G1/Ker f 一 Gs 的 同 构 六, 其 中 f(a) = f(a) 对 一 切 a € Gi 成 立 . 

证 明 令 天 一 Ker 了, 由 性 质 4 知 K 是 Gi 的 正规 子 群 .定义 Gi/Ker 了 到 
G, 的 映射 7: 了 (a) = f(a). 我 们 首先 必须 验证 其 合理 性 , 若 5 二 5, 即 Ka = K6 
或 ap € K, 则 f(ab"') = e,e 是 Gz 的 么 元 ,于 是 f(a)f(6)"! =e , 即 
f(a) = f(5), 因此 f 的 定义 符合 映射 的 要 求 . 由 之 定义 , f(ab) = f(ab) 一 
f(ab) = f(a)f(5b) = 7(a)F(5), 因此 了 是 群 同 态 . 若 F(a) = fF(6), 则 
f(a) = f(5), 或 f(ab"')=e', 即 ab"' € K, 因此 z=b. 这 说 明了 是 单 同 态 . 
由 假设 上 是 映 上 的 ,故地 也 是 映 上 的 ,从 而 f 是 同 构 . 证 毕 . 

下 面 的 推论 4-1 是 同 态 基本 定理 的 另 一 种 形式 . 

推论 4-1 设 f 是 G1 一 G;: 的 群 同 态 , 则 

Gi/Ker f @ Imf. 
证 明 显然 . 
推论 4-2 ” 任 一 群 同 态 f: G -> Gz 可 分 解 为 
= 

其 中 7 为 G1 一 G1/Ker 的 自然 同 态 ,了 为 f 诱 导出 的 Gi/Kerf 一 Imf 的 同 构 ， 


j 为 Im f 一 Gz 的 包含 映射 (显然 也 是 同 态 ) ,也 就 是 说 我 们 有 图 1 所 示 的 交 
换 图 . 


Gi 了 Gaz 
| | 
Gi /Ker f 一 Im f 
f 
1 


证 明 显然 . 

定理 4-2( 对 应 定理 ) 设 f: G, -> G* 是 映 上 的 群 同 态 , 则 下 列 命题 为 真 ; 
(1) 车 妃 是 G, 的 子 群 , 则 f(H) 是 Gs 的 子 群 ; 

(2) 若 玉 是 Gs 的 子 群 , 则 /71(K) = {xz € G1 f(z) € Ki 是 Gi 的 子 群 


是 fi(K)D Kerf; 

(3) 映射 及 一 /五 ) 定义 了 G 的 包含 Ker 了 的 子 群集 与 G: 的 子 群集 之 间 
的 一 一 对 应 ,在 这 个 对 应 下 ,五 是 Ci 的 正规 子 群 当 且 仅 当 f( 吾 ) 是 G; 的 正规 子 
群 ,这 时 还 有 


G/H GA/f(H). 


证 明 (1) 用 子 群 的 判别 定理 直接 验证 即 可 . 

(2) 因为 Gs 的 么 元 ee K, 故 /1(K) 二 Ker f. /1(K) 是 子 群 可 直接 
验证 . 

(3) 显然 /(f-1(K)) = 天 , 我 们 只 需 证 明 广 :(A(H)) = 五 对 一 切 G 的 包 
含 Ker f 的 子 群 H 成 立即 可 得 到 需要 的 一 一 对 应 . 

HC f(A(H)) 是 显然 的 .车 a€ /1'(f(H)), 即 f(a) e f(H), 则 存在 
hE 日 使 f(a) = f(h), 也 就 是 f(ah"') 二 e, 故 ah™! € Ker f 忆 日, 即 有 
a € H. 这 证 明了 /1(f(H)) SH, 从 而 有 蝇 = f"'(f(H)). 车 日 是 正规 子 
群 , 则 不 难 验证 f( 瑟 ) 也 是 正规 子 群 . 反 过 来 , 若 K 是 G, 的 正规 子 群 ,同样 易 证 
/1(K) 是 G, 的 正规 子 群 ,具体 的 验证 留 给 读者 . 最 后 作 gp: Gt -> Gs/f( 昌 ) 的 
映射 , p(g) = 了 Cg), 则 不 难 验证 p 是 一 个 映 上 同 态 且 Kerp= 广 :(F(H)) ,由 
同 态 基本 定理 即 得 所 要 求 的 同 构 . 证 毕 . 

命题 4-1 设 /: G, ~> G; 的 群 同 态 , 则 

(1) /是 单 同 态 的 充 要 条 件 是 Ker f = {el; 

(2) 车厂， Hs 分 别 是 G，G 的 正规 子 群 且 KE ) Hs, 则 存在 GH 一 

Gs/ Hs 的 同 态 f 使 图 2 所 示 的 图 可 交换 , 即 2f 二 fn ,其 中 力 , 7 是 自然 同 态 . 


Gi ff . G, 
"| |， 
/H, 一 Gz/H: 
f 
图 2 


证 明 (1) 车 了 是 单 同 态 , 则 f(e) = e,e 的 原 像 只 含 一 个 元 素 , 即 
Ker f = {ej}. 反之 若 f(a) = f(b), 则 f(ab"')==e ab € Kerf== {el. 因 
此 at 一 e, 即 a 二 65, ff 为 单 同 态 . 
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(2) 作 了 : G1/Hi 一 Gs/H,, 了 (8) = f(g), 我们 首先 需要 验证 是 一 个 映 
射 .车 互 二 吝 , 则 gg € Hi, 由 假设 f(g1g"1) € Hi, 故 flgig") 一 e ,有 即 
FJTUETT 一 2, 于 是 FE) = (BJ. 又 了 保持 运算 ,事实 上 ， 
f(B18) = f(F8) = flgi1g) = flg)fle) 一 Fe) fle) 
= f(F)f(E), 
因此 天 是 群 同 态 . 从 定义 显然 有 wf 二 fh. 证 毕 . 
同 态 基本 定理 是 群 论 最 基本 的 定理 之 一 , 它 有 许多 重要 应 用 . 下 面 两 个 同 构 


定理 可 以 看 成 是 同 态 基本 定理 应 用 的 例子 . 
定理 4-3( 第 一 同 构 定理 ) 设 肛 , N 是 群 G 的 正规 子 群 有 HSS N, 则 


O/H/N/H G/N. 


证 明 记 f 为 G 一 G/ 日 的 自然 同 态 , 则 不 难 验证 f(N) = N/ 互 , 由 对 应 定 
理 之 (3) 即 得 G/N 综 G/H/N/H. 证 毕 . 


定理 4-4( 第 二 辣 构 定理 ) 设 互 是 群 G 的 正规 子 群 ,K 是 G 的 子 群 , 则 
KNH 是 KK 的 正规 子 群 且 


KH/H 2K/HMNK. 


证 明 因为 日 是 正规 子 群 ,不 难 验证 KH 是 G 的 子 群 (也 可 利用 $2.2 中 
的 习题 4) ,显然 五 是 天 五 的 正规 子 群 . 作 K 一 KH/H 的 映射 f: f(x) = 
三 == z 末 , 显然 了 上映 上 .又 f(xy) 二 zyH = xzHyH ,下 是 群 同 态 , Kerf= |zE 
KixH=H}i=|z€EK|zeE Hi}= KNH, 由 同 态 基本 定理 即 得 K/H NK 
铬 KH/H. 证 毕 . 

现在 我 们 用 同 态 基本 定理 来 研究 群 的 自 同 构 . 设 G 是 一 个 群 , 记 Aut G 为 
G 的 自 同 构 全 体 , 它 在 映射 的 合成 下 构成 一 群 , 称 为 G 的 自 同 构 群 .又 车 a € G， 
则 映射 xz 一 aza- 是 群 G 的 自 同 构 ( 例 5), 称 为 由 a 决定 的 G 的 内 自 同 构 .G 的 
内 自 同 构 全 体 所 成 的 集 记 为 Inn G. 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 4-5 设 G 是 一 群 , 则 InnG 是 AutG 的 正规 子 群 , 且 


InnG 台 GC, 
其 中 C 是 G 的 中 心 . 
证 明 设 g:T 一 azaT!, gp: 一 brb"! 分 别 是 由 a,5 决 定 的 内 自 同 构 . 则 
pps 二 gy， Go! 二 ge! 因此 Inn G 是 Aut G 的 子 群 .又 若是 G 的 任 一 自 同 
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构 , 风 fpf (x)= f(af (x)a')= f(a)zxf(a) ,BW fpsf = pr € InnG. 
这 就 证 明了 Inn Gd AutG. 最 后 , 作 G -> InnG 的 映射 8: 8(a) = go. 显然 , 8 是 
映 上 的 ,而 Ker 8= fa EG| g(x) = 二 对 一 切 xY EG = la€Glaxra 一 工 
对 一 切 zxEG = C, 由 同 态 基本 定理 即 得 

G/C InnG. 


证 毕 . . 

例 6 若 CG 是 单 群 , 互 , K 是 群 ,y 是 G 到 日 的 同 态 , 则 Imy 是 单 群 或 是 只 
含 互 的 单位 元 的 平凡 群 , 又 若 p 是 K 到 G 上 的 同 态 , 则 Ker yp 是 K 的 极 大 正规 
子 群 , 即 真 含有 Keryp 的 天 的 正规 子 群 只 有 KK 自己 . 

证 明 由 性 质 4 可 知 Ker y 是 G 的 正规 子 群 .但 G 是 单 群 ,只 有 G 的 单位 
元 e 组 成 的 子 群 和 G 自身 是 G 的 正规 子 群 . 若 Kery 一 el, 则 GImy, 因此 
lm y 是 单 群 . 若 Kery 二 G, 则 Imy = ie} ,其 中 e 是 五 的 单位 元 . 

现 设 工 是 真 包含 Ker g 的 K 的 正规 子 群 ,由 对 应 定理 ,9( 工 ) 是 恕 的 正规 子 
群 且 不 等 于 {e} ,于 是 只 能 是 9( 工 ) = G. 再 由 对 应 定理 得 L 二 KK, 于 是 Kergp 是 
K 的 极 大 正规 子 群 . 证 毕 


司 丘 


1. 验证 下 列 映射 是 否 群 同 态 , 如 是 ,请 求 出 同 态 核 ; 

(1) G 是 非 零 实数 乘法 群 ,f 是 G 一 G 的 映射 f(x) = xz?; 

(2) G 同 上 ,p 是 G 一 6G 的 枫 射 p(x) = 2:; 

(3) G 是 实数 加 法 群 ,yp 是 G 一 G 的 映射 , p(x) = 2z， 

2. 设 O. 是 n Xn 实 正 交 阵 全 体 , G = 11, 一 1| 是 两 个 元 素 构 成 的 乘法 群 ,求证 : 

(1) 0O, 在 矩阵 乘法 下 构成 一 群 ; 

(2) 映射 p; A 一 | A 1 (A| 表 示 和 矩阵 4 的 行列 式 ) 是 O, 到 G 的 群 同 态 , 试 求 Ker yp. 

3, 设 G 是 非 零 复数 乘法 群 六 是 G 中 绝对 值 等 于 1 的 复数 全 体 , 则 NdG 生 GAN 同 构 
于 正 实数 乘法 铬 

4. 设 G 是 实数 加 法 群 ， NN 是 所 有 整数 组 成 的 G 的 子 群 ,证 明 :G/N 同 构 于 绝对 值 等 于 1 
的 复数 乘法 群 . 

.5. 设 G 是 非 零 复数 乘法 群 ,日 为 形 如 


Ee 


的 矩阵 全 体 ,其 中 a, 6b 是 不 同时 为 零 的 实数 . 求证 :五 在 矩阵 乘法 下 构成 一 群 , 且 与 G 同 构 . 
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6. 设 G=,D; 是 n 次 二 面体 群 ,G= {zxiy’ 11i= 0,1; 7 三 0,1，…，,72 一 1 ,证 明 : 
(1) N= |e,y,y ;5…,Y | 是 G 的 正规 子 群 ; 
(2) G/N 12. 


7. 证 明 : 群 G 的 映射 a 一 a! 是 自 同 构 的 充分 必要 条 件 是 G 为 Abel 群 . 

8. 证 明 :N 是 G 的 极 大 正规 子 群 的 充 要 条 件 是 G/N 为 单 群 . 

9. 设 N, 互 是 G 的 两 个 不 同 的 极 大 正规 子 群 , 则 HNN 是 昌 的 极 大 正规 子 群 (也 是 N 
的 极 大 正规 子 群 ). 

10. 设 g 是 G 的 自 同 构 且 wp(a) = a 的 充 要 条 件 是 a = e, 证 明 : 映 射 a 一 g(a)a 是 单 映 
射 . 若 G 是 有 限 群 , 则 G 中 任 一 元 素 都 具有 形状 p(a)a . 

11. G 与 p 同上 题 , 若 G 有 限 且 89: = 1, 证 明 :G 是 奇数 阶 Abel 群 . 

12. 设 G 是 有 限 Abel 群 且 1G1=， 若 m 是 与 n 互 素 的 自然 数 ,证 明 映 射 pg:z 玉 x” 是 
G 的 自 同 构 . 
. 设 G 是 有 限 群 且 | G | 二 2, 又 G 中 有 元 素 a,a? 关 e, 求证: | AutG|>>1. 
. 若 G 是 有 限 群 且 | AutG |= 1, 证 明 : | G | 过 2. 
. 若 G 是 有 限 Abel 群 但 不 是 循环 群 ,证 明 :Aut G 不 可 能 是 交换 群 . 
. 设 G 是 有 限 群 ,p 是 G 的 自 同 构 , 令 


* « 
一 一 
OO On 心 CD 


I= lg€G| v9(g)= g |, 


假定 |T|> 半 1G1, 证 明 :G 是 一 个 交换 科 . 若 111= 卫 1G1, 证 明 :G 含 有 一 个 子 群 H,H 
是 交换 群 且 [C : H] = 


循环 群 是 最 简单 的 二 类群 ,它们 可 以 由 一 个 元 素 生 成 ,显然 循环 群 都 是 
交换 群 . 按照 循环 群 的 阶 可 以 将 循环 群 分 成 两 类 :无 限 循环 群 及 有 限 循环 
群 .我 们 已 经 碰 到 过 这 两 类 群 :无 限 循环 群 (Z, 十 ), 即 整数 加 法 群 ;有 限 循 环 
群 (Z,， 十 ) , 即 模 ”的 剩余 类 加 法 群 .我 们 将 在 这 一 节 中 证 明 循 环 群 本 质 上 就 只 
有 这 两 种 , 即 车 G 是 无 限 循环 群 ,G 必 同 构 于 整数 加 法 群 Z; 若 G 是 n 阶 循环 群 ， 
则 G 必 同 构 于 模 n 的 剩余 类 加 法 群 . 我们 还 将 研究 循环 群 的 结构 以 及 循环 群 的 
自 同 构 群 . 

定理 5-1 设 G 是 循环 群 , 若 G 的 阶 为 无 限 , 则 G 同 构 于 整数 加 法 群 Z; 若 
G 是 n 阶 群 , 则 G 同 构 于 模 n 的 剩余 类 加 法 群 Z,. 

证 明 (1) 设 G= 二 a 之 且 G 是 无 限 群 , 作 Z 一 G 的 映射 f:m 一 a”, 则 
f(m 二 +n) 二 a"™" 三 a" a" 二 ff(m)f(n), 故 是 群 同 态 .显然 了 是 映 上 的 .为 一 
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方面 车 o" 二 e, 由 于 a 的 阶 无 限 , 故 m = 0, 即 是 单 同 态 ,因此 了 是 同 构 ，- 

; (2) 设 G 二 二 a > 的 阶 为 n, 作 Z->G 的 映射 f; m 一 a”， 类 似 于 (1) 知 7 
是 群 间 态 且 是 映 上 的 . 现 来 求 f 的 核 Ker f: 若 mm 二 nk, 则 a” 二 a* 二 @， 
Mi € Ker f; 反之 ,车 a”==e, 则 由 命题 2-5 可 知 ,n 能 整除 m, 即 m= 二 nk, 为 
菜 个 整数 ,因此 . 


Ker f= 二 {nk | 为 整数 | = nZ， 


由 同 态 基本 定理 得 知 G  Z/nZ = .证 毕 

“推论 5-1 ”对 任意 两 个 循环 群 ,如 果 它 们 的 阶 相同 则 必 同 构 . 

有 了 定理 5-1 ,我 们 可 以 将 循环 群 的 研究 归结 才 为 对 整数 加 法 群 Z 及 剩余 类 
加 法 群 ,的 研究 ， 

定理 5-2 任 一 无 限 循环 群 的 非 平凡 子 群 仍 是 无 限 循环 群 . 又 车 G 是 ” 阶 
循环 群 , 则 G 的 任 一 子 群 仍 是 循环 群 , 且 若 r 是” 的 因子 , 则 G 有 且 只 有 一 个 ~ 
阶 子 群 

证 明 (1) 设 G 无 限 ,我 们 只 需 对 Z 证 明 相应 的 结论 即 可 . 设 昌 是 的 子 
群 ,正中 值 最 小 的 正 整数 记 为 mn, 若 m € HH, 则 n 必 为 m 的 因子 .事实 上 ,车 
m— ngt+k(0<kh<n), 则 由 mm, n€E 晶 知 , 汶 EH. 但 nn 是 日 中 最 小 的 正 整 
数 ,只 有 上 = 0. 另 一 方面 ,n 的 倍数 显然 属于 日, 故 

二 10, 土 n, 土 2n,…|， 

显然 也 是 无 限 循环 群 . 

(2) 再 设 | G | 二 nn, 不 失 一 般 性 可 令 G = Z,. 若 r 是 nn 的 因子 ,nn 二 gr, 有 
Z 到 ,上 映 上 的 自然 同 态 7 


m— m, 


且 Ker y= 二 nZ, 由 定理 4-2 知道 在 的 子 群 集 与 Z 的 包含 Ker ;二 nZ 的 子 群 
集 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,因此 只 要 求 出 Z 的 所 有 包含 nZ 的 子 群 就 可 由 此 求 出 
Z, 的 所 有 子 群 . 设 K 是 Z 中 含 nZ 的 子 群 ,由 (1) 的 证 明知 道 KK 可 以 写成 为 4Z 
的 形状 ,9 是 自然 数 . 由 于 


nZCK,nE€ay, 
故 存在 r €E Z 使 n==qr, 即 gq 是 n 的 因子 .又 
ng2) = {0, a, 29, 7 (r— Da, (1) 


是 的 一 个 7 阶 子 群 ,因此 Zz 的 子 群 都 具有 (1) 式 的 形状 . 这 表明 对 n 的 任 一 
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因子 ,总 存在 一 个 > 阶 子 群 其 形状 如 (1) 式 所 示 . 不 仅 如 此 ,Zz 的 + 阶 子 群 只 有 
一 个 .事实 十 ,车 Xd4Z) 是 2 的 另 二 个 r 阶 子 群 ,其 中 六 Z 己 nZ, 则 有 使 n 一 
gr’, 由 (1) 式 知道 9g 包 ) 的 阶 等 于 六 ' 训 r =r, 于 是 gf 二 'g, 即 rd D = 
7(9Z). 证 毕 . 

比 循环 群 更 复杂 一 些 的 群 是 有 限 生 成 的 交换 群 . 我 们 将 在 后 面 讨论 它们 的 

结构 . 一 个 有 趣 的 问题 是 :一 个 有 限 交换 群 促 么 时 候 是 一 个 循环 群 ?下面 我 们 给 

出 一 个 充分 必要 条 件 . 

定理 5-3 设 G 是 一 个 有 限 阶 交换 群 ， 则 G 是 循环 群 的 充 要 条 件 是 1G| 是 
使 o 一。 对 一 切 aE G 成 立 的 自然 数 中 的 最 小 者 . 

证 明 若 G 一 二 a 之 ,显然 a 的 周期 为 |G| 且 ga = 对 一 切 g € CG 成 立 ， 
故 |G| 确 是 使 g" 一 e 对 一 切 g € G 成 立 的 最 小 自然 数 . 反 过 来 若 |G| 是 使 8" 二 。 
对 一 切 g € G 成 立 的 最 小 自然 数 ,我 们 来 证 明 G 是 循环 群 . 车 G 中 存在 革 个 元 
a, ola) 二 1G|, 则 G 一 过 a > 是 循环 群 ; 若 G 中 不 存在 这 样 的 元 ， 不 妨 设 和 中 
元 4 的 周期 最 大 , o(a) =m <1G | ， 这 时 车 5 是 G 中 任 一 元 , 且 0(6) 一 人 ， 则 & 

必须 是 mm 的 因子 .事实 上 若 不 是 m 的 因子 , 则 m 与 的 最 小 公 倍数 大 于 zm. 而 

由 $2. 2 中 的 习题 10 知道 ,G 中 存在 一 个 元 素 ,其 周期 等 于 m 与 的 最 小 公 倍 
数 ,这 将 与 m 的 最 大 性 矛盾 . 一 自 G 中 任 一 元 的 周期 是 zm 的 因子 ,那么 对 G 中 
任 一 元 g, g” 二 。 又 将 与 1G1 是 使 g" = 二。 对 一 切 g E G 成立 的 最 小 自然 数 这 一 
假定 矛盾 . 证 毕 . 

接 下 去 我 们 来 研究 循环 群 的 自 同 构 群 先 证 明 如 下 有 用 的 引 理 . 

引 理 5-1 设 G 是 任 一 群 ,是 G 的 自 同 构 , 则 

(1) o(c(a)) = o(a) 对 一 切 a € G 成 立 ; 

(2) 若 G 可 由 子 集 S 生成 , 则 G 也 可 由 a(S) 生 成 . 

证 明 (1) 设 o(a) 二 m, 则 (oe(a))" 二 ola") 二 ol(e) =e. 又 车 o(a)* 二 。， 
则 ol(a*》= e.. 而 sg 是 单 同 态 , 故 a* = 二 e, 妇 有 mlk, 民 轩 此 ele(a)) em | 

(2) G 由 S 生成 ,所 以 G 中 任 一 元 g 可 写 为 1 


和 


. 二 名 殉 和 sp (si 一 士 1，s € S) | 
的 形状 , 故 
o(g) = o(s1)o(s)? 0o(s, )™. (2) 
但 ec 是 同 构 , 故 c 是 映 上 的 , 即 G 中 任 一 元 都 具有 c(g) 的 形状 . 因此 G 中 任 一 殉 
均 可 由 (2) 式 来 表示 , 即 G 二 之 o(S) >. 证 毕 . 
命题 5-1 若 G 是 无 限 循环 群 ， 则 AutG 为 2 阶 篇 环 群 . 
证 明 不 妨 设 G= 工 Z 只 有 两 个 生成 元 ;1 与 一 1; 由 引 理 5-1 知己 的 自 周 
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构 将 生成 元 变 成 生成 元 而 也 = 关 <1 >, 因此 若 cE AutZ, 则 只 可 能 c(1) = 1 或 
o(1) = 一 1, 者 c(1)=1, 则 o 是 .Z 的 恒 等 自 同 构 ; 若 o(1) = 一 1, 则 c(m) = 
一 m,o 也 是 Z 的 一 个 自 同 构 , 故 | AutZ|= 2, 而 2 是 素数 ,2 阶 群 必 是 循环 群 ， 
因此 ,命题 得 证 .证 毕 . 
注 ”由 于 2 阶 循环 群 同 构 于 Z;, 故 Aut ZZ. 
有 限 循环 群 的 自 同 构 群 比 无 限 循环 群 的 自 同 构 群 要 复杂 些 .在 8$2.2 的 例 ?7 
即 Euler 定理 的 证 明 中 我 们 定义 了 这 样 一 个 群 G:G 由 小 于 nn 且 与 2 互 素 的 正 整 
数组 成 ,G 中 元 素 的 乘法 加 ?k= ;由 同 余 关系 mk 三 s(modn) 给 出 ,这 个 群 道 党 
记 为 U,. 我 们 要 证 明 Aut Z, 旦 U,, 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 5-2 ”Z, 中 元 素 元 是 Z, 生成 元 的 充 要 条 件 为 mm 与 nn 互 素 . 
证 明 车 (m,n) 二 1， 则 存在 整数 *， ,使 
ms 十 nt 二 1， 
于 是 I= 现 干 闫 二 丽 E<< 而 >, 因 此 ZZ 一 之 讽 之 , 现 是 生成 元 . 反 过 来 若 苑 
是 生成 元 , 则 工 E 二 元 >, 也 就 是 说 1 = 元, 即 m 与 互 素 .证 毕 . 
命题 5-2 设 G 是 nn 阶 循环 群 , 则 
AutGS2 避 ,. 


证 明 不 妨 设 G 二 Z. 由 引 理 5-1 知道 , 若 s € AutG, 则 v() 必 是 G 的 生 
成 元 ,因此 车 o( 了 ) 二 元 , 则 m 与 4 互 素 , 又 任 一 群 的 自 同 构 o 必 为 a 在 该 群 的 生 
成 元 集 上 的 作用 唯一 确定 ,特别 对 循环 群 Z, 而 言 ,o 被 o(T) 所 完全 确定 . 事实 上 
车 o(1) = 元 , 则 c(&) = mk. 这 一 事实 表明 映射 p; 

p(o) =m (元 = 0o(1)) (3) 
是 AutZ, -= U 的 单 映射 ,事实 上 p 也 是 满 映射 . 因为 对 任 一 mm E U,， 令 (有 ) 一 
政 , 则 z 是 忆 , 的 自 同 态 . 而 因为 (m,n) = 1, 存在 s, 1 使 ms 十 nt 一 1, 于 是 
ol5) 二 了, 但 是 I 生成 Z, , 故 " 是 满 同 态 . 再 因为 Z, 是 有 限 群 , 满 同 态 必 是 单 同 
态 , 故 是 自 同 构 , 这 样 对 任意 的 m € U,, 存在 ce Aut Z,, 使 p(o) = m, 这 就 证 
明了 gp 是 满 映 射 .我 们 得 到 了 Aut Z, -> U, 的 一 一 对 应 p ,现在 来 证 明 p 是 群 同 
构 . 设 o, r E Aut Z.，p(c) = m, g(r) 一 上, 即 o(1) = 隐 , r(1) = 天 设 
gp(rc) 一 7, 则 ro(1) = 7. 但 另 一 方面 ， 
ro(T) = r( 责 ) = 项 


| 
| 
- 
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其 中 0<s<w 且 敲 二 stinod 于 是 一 3， 即 … 
98(ro) =m. ki (4) 


这 里 ' 是 LU， 中 的 乘法 (4) 趟 表明 ?是 群 同 态 ,而 上 面 已 证 ?是 下 射 从 而 ?是 
群 同 构 . 证 毕 . 
例 1 试 决 定 AutZe. , gi 
解 . 由 引 理 5- 2 知 Us = |I， 引 ， 乘法 规则 为 1. 5 二 5,5.5 二 1, 因此 
Aut Ze 有 两 个 元 素 , 不 妨 设 为 和 9》, 其 中 为 恒 等 映 射 : iriy 为 映射 i 
具体 来 说 p 是 


; i 人， 


0 一 0, 1 一 5;3->4， 了 -> 了， 全 全 多， 5 一 工 和 


例 2 设 p 是 素数 , 求 Aut Zp 的 阶 数 : 
解 从 0 到 pp? 一 1 中 能 被 zp 整除 的 数 为 0, p, 2p,… 共 有 pp 个 ,因此 0 到 

pP* 一 1 中 共有 如 一 户 个 数 和 pr? 互 素 ,从 而 ,Aut Zw 有 pr? 一 p 个 元 素 . 
注 一 般 来 说 ,Aut Zyr 共 有 .p" 一 如 个 元 素 .. 


习 括 ei | 和 


1. 证 明 : 群 G 没 有 非 平凡 子 群 的 充 要 条 件 是 G 是 素数 阶 循环 群 | 

2. 证 明 : 有 理 数 加 法 者 (Q; 十 ) 的 任 一 有 限 生成 子 群 必 是 特 环 群 ' “ ” ““ 

3. 设 G 是 交换 群 且 | G1= jr, 其 中 是 素数 ,求证 :G. 是 笑 环 群 的 充分 必要 条 体 是 对 如 
的 任意 两 个 子 群 昌 与 K, 总 有 及 CK 或 KC 晶 , 也 即 G 的 子 群集 在 包含 关系 下 成 为 一 全 
序 集 . 

4. 证 明 : 两 个 群 之 间 的 同 构 保持 元 素 的 周期 森 变 . 举例 说 明 同 态 不 一 定 具 湖 这 个 性 质 . 

5. 设 G, HH 是 两 个 循环 群 且 | G1 m,-| HH 二 n, 则 G 到 HH 之 间 存 在 映 上 同 态 的 充 要 
条 件 是 ”整除 mm 

8. 证 明 : 两 个 无 限 循环 群 之 闻 的 映 上 同 坊 总 是 同 构 .， ; .: 1 

7. 设 G 是 一 个 加 法 群 ,End G 表示 G 上 所 有 自 间 态 爹 体 组 成 的 集合 ,现在 End G 上 定义 
一 个 加 法 如 下 ， | 

(tO = ee) + ee) (0, rE EndG, g €G), 


证 明 ; End G 成 为 一 个 加 法 群 . 
8， 利 用 习题 7, 求证 : 
(1) End(Z,; +) 2 (Z, +); 
(2) End(Z,, 十 ) 2 (Z,, +). 


9. 求证， 任何 有 限 循环 群 到 无 限 循环 群 的 同 态 只 能 是 平凡 同 态 ， 即将 所 有 元 映 为 么 元 的 
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10. 令 G= QZ, 即 有 理 数 加 法 群 和 整数 加 法 群 之 商 群 ,求证 :对 每 个 正 整数 >，G 有 唯 
一 的 一 个 阶 为 n 的 循环 子 群 . 


设 S 是 一 个 集合 ,我 们 已 经 知道 S 上 所 有 一 一 对 应 全 体 组 成 一 群 : 这 个 群 
称 为 集 S 上 的 变换 群 , 它 的 任意 一 个 子 群 也 称 为 S 上 的 变换 群 . 任意 一 个 抽象 2 
群 都 可 以 同 构 地 表示 为 某 个 集合 上 的 变换 群 ,这 就 是 所 谓 的 Cayley 定理 . 
定理 6-1(Cayley 定理 ) 任 一 群 G 必 同 构 于 某 个 集合 上 的 变换 群 . 
证 明令 S = G( 作 为 集合 ), 若 g € G, 定义 S-~ S 的 映射 rs: 
| (= EG 


若 te(zx) == tw(y), 则 gz = gy, 由 群 的 消去 律 得 zx 二 y, 因此 rm 是 单 映 射 . rs 
还 是 满 映 射 , 事 实 上 对 任意 的 x € G, we(g !'zx) = zx, 这 样 我 们 得 到 了 S 上 的 
一 个 一 一 对 应 5 , 称 为 由 g 决定 的 G 的 左 平 移 . 设 T= {rz |g€G), 则 工 是 
S 上 所 有 一 一 对 应 构成 的 变换 群 A(S) 的 子 集 . 不 难 验证 工 是 一 个 子 群 . 作 G 
到 本 的 映射 9: 

9(8) = ts, 


则 g(gg’) = row = rT = 9(g)9(g’), ?是 群 同 态 . 映 身 9 显然 是 映 上 的 ， 又 
若 pg(g)= A ) , 则 对 任意 的 zEG, gz = g'z, 因此 gg == g'. 这 表明 g 是 单 映 
射 , 从 而 是 群 同 构 . 证 毕 

当 集 合 S 是 有 限 集 时 , 称 A(S) 的 任 一 子 群 为 S 上 的 置换 群 . 于 是 有 下 述 
推论 . 

推论 6-1 任 一 有 限 群 都 同 构 于 某 个 置换 群 . 

Cayley 定理 使 我 们 可 以 将 群 的 研究 ,特别 是 有 限 群 的 研究 归结 为 对 变换 群 
和 置换 群 的 研究 . 这 一 节 我 们 将 主要 研究 置换 群 . 

设 'S 是 由 nn 个 元 素 z1，…，, x 组 成 的 有 限 集 ,S 上 的 一 一 对 应 称 为 S 的 置 
换 . 每 个 置换 均 可 用 下 列 符号 表示 : 


Xl1，, X2， “Er Tn 
» 
Xi » zi, » ny zi 


为 了 简单 起 见 ,我 们 把 这 个 置换 写成 为 
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比如 1 S1= 4 时 的 置换 
| 1 2 3 4 
2 3 4 1 
表示 Xi 一 za ，zZz 一 XT, XT Ty > 1。 


两 个 置换 的 合成 即 乘 积 通 常 采 用 与 我 们 以 前 映射 合成 的 次 序 相反 的 次 序 . 
比如 oa, rz 是 $S 上 的 置换 ,对 S 中 的 任 一 元 z ,定义 c， z 为 


Za， r) 一 (za )r， 


注意 这 时 映射 对 元 素 的 作用 写成 zo 而 不 是 c(z). 这 种 写法 不 影响 所 讨论 问题 
的 实质 ,但 有 它 的 方便 之 处 . 我 们 在 这 一 节 里 将 都 采用 这 种 表示 法 . 现在 来 看 一 


个 具体 的 例子 
例 1 设 
. | 
和 一 多 
3 1 4 
_[1234 
3 2 4) 
则 


< 
La] 
~ 
5 
Fo 
[ 
人 沾 
—, 
~ 
一 
ww Mo 
ko 只 
心心 
~ 


1 2 3 4 
-| :4 

上 述 表示 置换 的 记号 虽然 比 原始 的 记 法 有 了 改进 ,但 仍 嫌 累 歼 ,我 们 可 琳 用 
更 简单 的 记号 . 将 S 简 记 为 S = {1， 2, …, zj, 设 9 是 S 的 一 个 甸 换 ,并 设 
让 ES, 由 于 S 是 有 限 集 , 因 此 总 存在 某 个 自然 数 有 ,使 二 欠 一 1. SC, 媚外) 
表示 is = 0, 一 20 入 二 0 一 9, 出 二 0 二 0':, 称 记号 
人, ii) 是 一 个 循环 ,车 k= 二 2, 则 称 (ii ,iz) 为 一 个 对 换 . 

命题 6-1 任 一 置换 均 可 表示 为 若干 个 互 不 相交 的 循环 之 积 且 不 同 的 循环 
因子 可 交换 . 这 种 表示 方式 在 不 计 次 序 时 是 唯一 确定 的 . i 

证 明 设 S= {1,2,…,n},0 是 S 上 的 置换 .定义 S 中 两 元 素 a, 2 之 间 
的 关系 一 如 下 : 


a~5 当 且 仅 当 存在 ;使 <0 = 5b. 
不 难 验证 一 是 一 个 等 价 关 系 且 每 个 等 价 类 的 元 素 与 某 个 循环 的 元 素 一 致 ,于 是 
S 中 元 素 可 由 9 分 成 若干 个 不 相交 子 集 的 并 . 显然 每 个 子 集 的 元 素 均 可 表示 为 
这 些 循环 的 积 且 不 同 的 循环 因子 是 可 以 交换 的 . 唯一 性 也 容易 证 明 . 事实 上 S 
中 任 一 元 素 & 总 落 在 某 个 循环 之 中 , 作 (k,k9, kF,…), 这 就 是 & 所 在 的 那个 循 
环 . 再 对 S 中 其 余 元 素 作 类 似 的 步骤 . 证 毕 . 

例 2 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 
3 6 4 2 5 1 7 8 9 


具体 写法 是 这 样 的 ; 抓 住 某 个 元 素 ,比如 1, 看 它 变 为 什么 ,在 上 述 置 换 中 
1 一 3, 就 将 3 紧 跟着 写 在 1 之 后 . 再 抓 住 3 ,看 3 变 成 什么 ,上 面 置换 将 3 一 4， 
又 将 4 写 在 3 之 后 ,再 由 4 一 2, 2 一 6 依次 写 上 2 与 6. 接着 6->1, 说 明 一 个 循 
环 已 完成 ,这 时 不 写 1 而 是 在 6 后 括 上 插 弧 .再 抓 一 个 不 属于 已 写 循 环 的 元 ,如 
5, 但 5 一 5, 只 需 写 (5) 即 可 . 这 样 一 直 做 下 去 ,就 可 把 一 个 置换 表示 成 若干 个 不 
相交 循环 之 积 .为 简单 起 见 ,通常 省 去 只 含 一 个 元 的 循环 ,如 上 面 的 置换 可 简写 
为 (1, 3, 4, 2, 6). 但 这 时 要 记 住 S 共有 9 个 元 素 . | 

反 过 来 若 给 定 若干 个 循环 之 积 , 我 们 也 可 将 置换 写 出 来 . 例如 若 | S1= 8， 
0 二 (1, 2, 3)(5, 6, 4, 1, 8), 则 0 表示 1 一 2, 2 一 3, 3 一 8,8 一 5,5->6， 
6 一 4, 4 一 1,7 一 7, 即 


= (1, 3, 4, 2, 6)(5)(7)(8)(9). 


1 2 3 4 5 6 7 8 


0= . 
2 3 8 1 6 47 5 


”循环 有 一 些 重要 性 质 ,归纳 如 下 . . 
性 质 6-1 车 (i , i， i ) 与 (j1, jz， …, ji4) 无 相同 元 素 , 则 (ma , zi， ”9 
im)(j1, j2, 1) = (1, j2, J lz, in ). 


证 明 显然 . 
性 质 6-2 (i1, 12, 一 (ia "i i1) = (i, “i il, iz) 
一 (人 . 


证 明 由 循环 的 定义 即 得 . 

性 质 6-3 -循环 ( 即 含有 上 个 元 的 循环 ) 的 周期 为 外 
证 明 (让 六 将 页 一下， 一 下 
性 质 6-4 (Gi, i 2) = i, i 1). 

证 明 由 定义 即 得 . 
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性 质 6-5 设 o 是 一 个 置换 , 则 
Or 一 (ay bagy es 9) 

证 明 2 在 co (ia …a)c 作 用 下 为 taciac 在 cc (i iz, ,ii)o 
作用 下 为 i36,… 如 此 等 等 即 得 结论 . 证 毕 . 

性 质 6-6 任 一 循环 均 可 表示 为 若干 个 对 换 之 积 (不 一 定 是 不 相交 的 对 
换 ) ,虽然 这 种 表示 方式 不 唯一 ,但 是 在 诸 表 示 中 所 含 对 换个 数 的 奇偶 性 涉 变 . 

证 明 | 由 (za 9 22 ， 机 ii) 一 (21， i2 ) (i1, i3) (il 9 ii ) 即 知 表示 是 可 能 的 . 

为 证 明 奇 偶 性 不 变 ,考虑 上 循环 在 上 阶 Vander Monde 行列 式 上 的 作用 : 


显然 A 在 循环 作用 下 绝对 值 不 变 ,符号 的 改变 由 循环 确定 .: 而 任 一 对 换 作用 
在 A 上 必 使 它 改 变 符号 ， 因此 上 述 循环 的 对 换 分 解 中 所 含 对 换个 数 的 奇偶 性 不 
变 . 证 毕 . 

推论 6-2 任 一 一 置换 也 可 以 表示 成 若干 个 对 换 的 乘积 且 对 换个 数 的 奇 个 性 
保持 不 变 ， 

定义 6-1 如 果 一 个 置换 能 表示 为 奇数 个 对 换 的 冬 积 则 称 之 为 奇 置 换 , 否 


” 则 称 之 为 偶 置换 . 


显然 奇 置换 与 偶 置 换 之 积 是 奇 置换 , 奇 置换 与 奇 置 换 之 积 是 偶 置换 ， 偶 置换 
与 偶 置换 之 积 是 偶 置换 . 又 若 o 是 一 个 & 循环 , 则 a 是 奇 置 换 当 且 仅 当 是 偶 
数 ,o 是 偶 置 换 当 上 且 仅 当 是 奇数 . 

命题 6-2 记 4, 为 n 次 对 称 群 S， 中 所 有 偶 置换 全 休 ， 则 A, 是 'S; :的 指数 
为 2 的 正规 子 群 . 

证 明 偶 置 换 之 积 仍 是 偶 置换 , 故 A, 是 子 群 . 又 S。 中 奇 置换 数 正好 等 于 
偶 置 换 数 , 故 [S; : A,] = 2, 而 指数 为 2 的 子 群 都 是 正规 子 群 .证 毕 .” 


推论 6-3 A, 的 阶 为 也 nl. 

称 A, 是 ”次 交错 群 . 

4: 只 含 一 个 元 el. 4; 含 3 个 元 ,因此 A, 是 3 阶 循环 群 . A， = 401), 
(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1,.4)(2, 3), 
(2, 1,， 3)， (2,， 1， 4) ， (3， 2， 4)， (3, 1， 4) ， (2 ， 3， 4)| ， 共 12 个 元 . 
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例 3 A， 有 一 个 正规 子 群 K = 1(1)，(1，2)(3，4)，(1，3)(2，4)， 
(1, 4)(2, 3)|, 这 点 由 性 质 6-5 即 可 看 出 . 又 K 是 交换 群 ,通常 称 之 为 Klein 四 
元 群 . K 中 每 个 不 等 于 (1) 的 元 素 都 是 2 阶 元 . 吾 = 1(1), (1, 2)(3, 4)| 是 天 
的 正规 子 群 ,但 互 不 是 4, 的 正规 子 群 .事实 上 


(1, 2, 3)- (1,，2)(3，4)(1, 2, 3) = (2, 3)(1, 4) 不 属于 也 
命题 6-3 (1)S,=<=<(1,2), (1, 3),……, (1, 7n)> (n> 2); 
(2) A;, =<=< (1,2,3), (1, 2, 4),*…, (1, 2, 7)> (n> 3); 
(3) S, —< (1, 2), (1, 2, 3, *, n) >. 

证明 (1) (i i ) = (1, 3)(1, i) (l,i)(l, i), 
(2) (1, (1, 7) = (1, 2, 7)*(1, 2, 7). 
(3) 令 o= (1,2,3,…, 7n), 则 


(2, 3) = 01(1, 2)0, (1, 3) = (2, 3)(1, 2)(2, 3). 


类 似 地 , (2, 4) = 二 o (1, 3)o, (1, 4) 一 (2，4)(1，2)(2，4) ，…， 
由 (1) 知 S; = 二 之 (1, 2), o >. 证 毕 ， 
交错 群 A, 当 n 这 5 时 是 单 群 ,这 是 人 类 最 早 认识 的 一 类 非 交 换 有 限 单 群 . 
这 一 事实 也 是 Galois 证 明 五 次 及 五 次 以 上 一 元 代数 方程 不 能 用 根 式 求解 的 
基础 . 
定理 6-2 若 n 之 5, 则 A, 是 单 群 . 
证 明 设 K 是 A, 的 正规 子 群 量 K 天 {fe} ,我们 要 证 明天 = A,. 如 果 我 们 
能 证 明 K 包含 某 个 3 循环 ,比如 (1, 2,3), 则 就 可 证 明 上 = A,. 事实 上 ,由 上 
述 命题 (2) 知 道 A, 可 由 3 循环 生成 ,这 时 只 要 证 明 任 何 一 个 3 循环 (i, j, &)€EkK 
即 可 . 
令 
12 3 4 5 
7 i 7 k L m 


因为 n 之 5, 7 总 可 选择 为 偶 置换 (否则 只 要 对 换 一 下 1 与 m 即 可 ). 而 (i, j,&) 
二 71(1, 2, 3)y, 由 天 的 正规 性 可 知 (i, j,&) € K. 因此 现在 的 关键 是 要 证 明 
K 含有 一 个 3 循环 . 

设 a 是 K 的 一 个 元 ,a 关 e 且 a 在 K 中 除了 e 外 有 最 多 的 不 动 点 .所 谓 不 动 
点 是 指 元 素 i, 它 在 a 下 保持 不 动 , 即 i = i. 现在 要 证 明 a 一 定 是 一 个 3 循环 . 
车 不 是 ,将 a 写成 不 相交 的 循环 之 积 , 则 可 能 有 以 下 两 种 形式 ; 
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a 一 (1， 2 ， 3， 0 
站 
a 二 (1, 2)(3, 4).…. 

在 第 一 种 形式 中 ,由 于 a 不 是 奇 置 换 ,a 不 具有 (1, 2, 3, h) 的 形式 , 即 至 少 a 还 
要 动 两 个 点 ,不 妨 设 为 4, 5. 令 B= (3, 4, 5), + = pmap, 则 r= (1, 2， 
4，…)…，r 天 ao 因此 c=olir 天 e. 对 第 二 种 形式 ,可 求 得 t 二 《1,2)(4,:5)…， 
也 有 r 关 a, = 一 orir 天 6. 对 任 一 大 于 5 的 元 素 ,显然 它 是 8 的 不 动 点 ,因此 如 果 
它 也 是 a 的 不 动 点 , 则 必 是 c= orir = epriap 的 不 动 点 . 对 第 一 种 形式 ,a 至 少 
动 5 个 点 ,而 2 在 “下 不 动 ,c 的 不 动 点 比 a 多 ,引出 矛盾 .对 第 二 种 形式 ,1, 2 在 
o 下 均 不 动 , 故 o 的 不 动 点 世 比 a 多 ,又 是 个 矛盾 . 因此 a 必 是 3 循环 ,定理 得 证 . 


司 题 


1. 把 下 列 置换 写成 不 相交 循环 之 积 : 


四 | 23456789 
‘2.345 1.67 9 8 


1 2 .34 56 

ch 5 431 | 

2.. 将 下 列 置 换 写 成 不 相交 循环 之 积 : 

(1) (1, 2, 3)(4, 5)(1, 6, 7, 8, 9)(1, 5); 

(2) (1, 2)(1, 2 3)(1, 2). 

3. 设 4= (1， 2, 3， 4, 5)， 求 吧 ，o ，ut， 

4. 设 z=(1,2)(3, 4), y 二 (5, 6)(1, 3), 求 ce 使 cxx = y. 

5. 设 ( 二 is，…，, 姑 ) 是 一 个 并 循环 ,(7， 记 ， …， 产 ) 也 是 一 个 & 循 环 , 求 证: 必 存在 置换 
a, 使 


a (i is, ,ii)a = (fl, j2, *, j). 


6. 设 ai(i 二 1, 2,…, m) 是 不 相交 的 循环 且 w 的 长 为 ri( 即 含 =” 个 元 素 ), 求 mas …oam 
的 周期 . 

7. 决定 下 列 置换 的 奇偶 性 : 

(1) (1, 2, 3)(1, 2); 

(2) (1, 2, 3, 4, 5)(1, 2, 3)(4, 5); 

(3) (1, 2)(1, 3)(1, 4)(2, 5). 

8. 设 p 为 素数 ,证 明 :Ss 中 怡 售 有 (Pp 一 1)! 个 p 阶 元 . 


9. 求证 : 若 n 之 3, 则 S, 的 中 心 为 1e|. 

10. 证 明 :S, 的 换 位 子 子 群 为 A,. 

11. 证 明 :A, 没有 6 阶 子 群 . 

( 注 : |.A, |= 12, 虽然 6 是 12 的 因子 ,但 A, 没有 6 阶 子 群 .这 一 事实 表明 Lagrange 定 
理 的 逆 定 理 三 般 不 成 立 1) 

12. 设 电 是 S, 的 子 群 且 昌 入 A,, 证 明 :五 中 的 偶 置换 与 奇 置换 数 相 等 . 

13. 证 明 : 当 nn 之 5 时 ,S, 只 有 一 个 非 平凡 的 正规 子 群 A,. 

14. 证 明 : 二 面体 群 D,(n > 2) 同 构 于 S, 的 下 列子 群 <v) 这 ,其 中 : 


群 的 概念 最 早 来 源 于 考虑 集合 上 的 置换 ,置换 群 是 人 类 最 早 加 以 系统 研究 
的 群 . 置换 群 的 每 一 个 置换 都 是 某 个 集合 上 的 双 身 ,我们 也 可 以 说 置换 群 作用 在 
该 集合 上 . ; 

定义 7-1 设 G 是 一 个 群 ,S 是 一 个 集合 , 若 存 在 GXS 一 5 的 映射 (g, 5s) 一 
g xs 适合 下 列 条 件 : 


(1) ex 并 一 工 ; 


(2) (g182)* T= gx*(gs *Z). 
对 一 切 zE S, gi1, gz € G 成 立 , 则 称 G 在 S 上 定义 了 一 个 左 作 用 . 集合 S 称 为 
是 一 个 G- 集 合 . 

类 似 地 ,我 们 可 以 定义 右 作用 ,得 到 的 结论 与 左 作用 是 平行 的 . 

车 G 是 有 限 集 S 上 的 置换 群 ,定义 gx*x = 二 g(x), 则 显然 S 是 一 个 G- 集 
合 . 因此 上 述 定义 可 看 成 是 置换 群 对 集合 作用 的 自然 推广 . 

例 1 设 G 是 一 个 群 , 令 S = G, 定义 


axz=ar, aE€EG, rEG, 


则 不 难 验证 我 们 定义 了 一 个 作用 , 称 为 群 G 到 自身 上 的 左 平移 . 
例 2 设 G 是 一 群 ;S = G, 定义 


axZ 一 ara ，aEG,ZzECG， 


不 难 证 明 这 是 个 左 作 用 .事实 上 ,exzx 二 exe” 二 x. 又 若 a, bE G; 则 
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(ab)x*zr= (ab)zr(ab)! = a(brb 1)ar-1 


= a(bx x)al! 


我 们 称 这 个 作用 为 G 对 自身 的 共 轿 作用 ,元 素 aza ! 称 为 z 的 芥 元 . 
例 3 设 互 是 群 G 的 子 群 ,GA/H 表示 HH 的 左 贷 集 全 体 所 成 之 集 ， 现 定义 : 
a x * (xH) = 一 azxH, 
不 难 验 证 ,这 是 一 个 G 对 G/H 的 左 作用 . 


例 4 同 例 3, 且 互 是 G 的 正规 子 群 ,G/H 表示 H 的 左 傍 集 全 体 所 成 之 
集 ,定义 


一 CQx(BxZ)， 


ax (rH)= ara-1H, 
则 对 任意 的 a, 5 € G 及 任意 的 xzH € G/H， 
(2 ) 才 < 有 革 可 ona H =— 一 abrb a H 
| 一 ax (brb” )H = ax (bx zxH), 
因此 我 们 得 到 了 G 对 GA 的 一 个 左 作 用 . 
在 术 引 起 混乱 的 情况 下 ,我 们 常常 把 a * 工 简写 为 ax. 
定义 7-2 设 S 是 一 个 6- 集合 ， TE S, 则 S 的 子 集 


= {grlgE€oG| 


称 为 z 在 G 作用 下 的 轨道 (或 轨迹 )， 
定义 7-3 设 S 是 一 个 G- 集 合 , x € S, 则 G 的 子 集 : 


Stabzr= lgEG|grz= x) 


是 G 的 子 群 , 称 为 z 在 G 中 的 稳定 化 子 (或 zz 的 迷 向 子 群 )， 
”Stab z 是 G 的 子 群 非常 容易 验证 ,请 读者 自己 完成 . 现在 我 们 来 研究 轨道 
及 稳定 化 子 的 基本 性 质 . 

车 Gz, Gy 分别 是 S 中 元 素 x, y 所 在 的 轨道 ,如 果 这 两 个 轨道 相交 , 即 存 
在 uw ES 使 4 € Gx 赂 Gy, 则 存在 g1, g; € G 使 w = gix 一 gzy, 于 是 工 一 
81 82y E Gy， 故 Gz SCy. 同 理 Cy SCz, 因而 Gz = 一 Gy, 这 一 事实 表明 ,两 
个 轨道 要 么 不 相交 ,要么 重合 ,而 S 中 任 一 元 都 在 一 个 轨道 内 ,因此 5S 可 以 表示 
成 为 不 相交 的 诸 轨道 之 并 ,也 就 是 说 G- 集 合 S 上 的 轨道 定义 了 $S 的 一 个 分 划 . 
如 果 S 是 一 个 有 限 集 ,那么 每 个 轨道 都 只 含有 有 限 个 元 素 . 究竟 每 个 轨道 含 多 
少 个 元 素 ? 我 们 有 下 列 引 理 . 

引 理 7-1. 设 S 是 G- 集 合 , x € S, 则 


|Gz |= [G: Stab zl]. ， (1) 
证 明 设 刀 Stab z, G/H 为 HH 的 左 傍 集 集合 , 作 Gr 一 G/H 的 映射 9p: 
p(gz) = gH, 
首先 注意 到 若 gz ==.g1x, 则 gi!igix = 二 zx, 也 就 是 说 gg € H， 因此 gH = 
g1H. 这 表明 gq 是 合理 的 . 又 显然 p 是 映 上 的 .如 若 gH = gH, 则 gg € HH 
二 Stabz, 因此 ggiz=z, 即 gz=gz, 因 而 p 是 单 映 射 . 这 样 我 们 就 证 明了 
9 是 一 一 对 应 , 故 有 结论 . 证 毕 . 
定理 7-1. 设 S 是 G- 集 合 且 S 是 有 限 集 , 则 


1 $1= 2)[G: Stab z]， (2) 


其 中 C 是 S 的 子 集 且 C 是 S 诸 轨 道中 的 代表 元 集 , 即 S 的 每 一 轨道 有 且 仅 有 一 
个 元 素 属于 C. . 

证 明 ”由 上 面 的 分 析 可 知 S 由 它 的 轨道 给 定 了 一 个 分 划 ,再 由 引 理 7-1 即 
得 结论 . 证 毕 

例 5 在 例 2 中 我 们 定义 了 G 对 自身 的 共 斩 作用 . G 中 元 素 z 的 轨道 G xx 
= jgzg- | geEG 称 为 zx 的 共 斩 类 , 即 所 有 与 z 共 斩 的 元 素 全 体 . 当 属于 C 
的 中 心 时 ,x 的 共 思 类 只 含 一 个 元 素 , 即 z 自己 .再 看 Stab z: 


Stabz= 一 IgEGlIgrg 一 了 | 
一 geEGlSsz 一 zj 


因此 Stab zx 就 是 z 在 G 中 的 中 心 化 子 . 
定理 7-2 设 G 是 一 个 有 限 群 ,C 是 G 的 中 心 , 则 


1G|=| CI+ [G:C(y)], (3) 


这 里 C(y;) 表 示 y; 在 G 中 的 中 心 化 子 ,y; 跑 遍 G 中 含 不 止 一 个 元 素 的 共 轿 类 
全 体 . 

证 明 取 S 一 G,G 对 S 的 作用 为 共 罗 作 用 ,利用 (2) 式 并 注意 到 例 5 中 的 
说 明 即 得 结论 . 证 毕 . 

注 (3) 式 通常 称 为 有 限 群 的 类 方程 ,定理 7-2 是 有 限 群 的 基本 定理 之 一 . 

定义 7-4 若 有 限 群 G 的 阶 等 于 p” ,其 中 为 素数 , 则 称 G 是 一 个 p 群 . 

关于 p 群 有 如 下 结论 , 它 可 以 看 成 是 定理 7-2 的 推论 , 

定理 7-3 任 一 上 p 群 的 中 心 含有 不 止 一 个 元 素 . 

证 明 考虑 群 的 类 方程 (3). 在 (3) 式 的 左边 为 p 群 的 阶 , 故 可 设 为 如 .右边 
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每 个 [G : C(y:)] 都 是 如 的 因子 ,因此 能 被 p 整除 . 若 该 群 中 心 只 含有 一 
素 , 则 | C | = 1, (3) 式 右边 将 不 可 能 被 p 整除 ,引出 矛盾 . 证 毕 
群 对 集合 的 作用 有 许多 应 用 ,我 们 再 举 几 个 例子 来 说 明 ， 
例 6 设 G 是 群 ,S 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 ,定义 G 对 S 的 作用 : 
| axH=aHa’!,a€G,HeS, - 
则 $ 是 一 个 G- 集 合 . 互 所 在 的 轨道 称 为 互 的 共 轿 类 , 即 互 的 共 印 子 群 (就 是 具 
有 gH8g-: 形 状 的 子 群 ) 全 体 所 成 的 S 的 子 集 . 互 的 稳定 化 子 : 
Stab H= lg€EGleHge 二 五 | 


= {gE€EGlgH= Hegel 

= N(H), 
即 Stab H 就 是 瑟 的 正规 化 子 . 由 (1) 式 可 知 G 中 与 互 共 轿 的 子 群 共有 [G: 
N( 晶 )] 个 . 若 瑟 是 正规 子 群 , 则 N(H》= G, H 所 在 的 轨道 只 含 一 个 元 业 即 及 
自己 . : 

例 7 若 S 是 一 个 G- 集 合 且 S 在 G 作用 下 的 轨道 只 有 一 个 , 即 S=Gz 对 
任 一 过 入 S 成 立 ; 则 称 G 在 S 上 的 作用 是 传递 的 或 可 迁 的 . 这 时 候 对 S 中 任意 
两 个 元 素 x, y 总 存在 g € G， 使 

yy 一 SZ， 
车 G 是 有 限 集 S 上 的 置换 群 ,如 果 这 时 G 对 S 的 作用 是 可 迁 的 , 则 称 G 是 一 个 
可 迁 群 .显然 S, 是 可 了 迁 群 . 

例 8 设 G 是 一 个 有 限 群 ,S 是 一 个 有 限 G- 集 合 , 记 n 为 9 上 由 G 作用 得 

到 的 轨道 数目 , 则 


TET .15.1, 


其 中 Ss = {zx€ SIgz= zl. 

证 明 作 积 集合 GX S, 令 
T= {(g, zx) EGXS|gz = x), | 
则 车 固定 x, T, = {(g, z) | gz 二 zz} 与 Stab z 之 间 有 一 个 一 一 对 应 , 故 1T| 一 
>) | 了 T |= 2 | Stab z |. 又 由 (1) 式 得 | Gz |= [G: Stab x] =1G1/ 
| stabz | ,从 而 四 


1 - 
1 Sabzl=16| 2 Tat (4) 
设 C 是 S 的 子 集 ,S 的 每 个 轨道 有 且 只 有 一 个 元 素 属于 C, 则 | Cl|=n 且 
1 1 
TT TT (5) 
由 于 对 zE Gec, Gz =Gc, 故 |Gz |1==| Gc |. 于 是 
1 
2 TGzT = 1. (6) 
综合 (4) 式 (5) 式 (6) 式 得 
1 TI= D9) |Stabz|=|G|I:|C|=n|G|. (7) 
ZES 


另 一 方面 若 在 工 中 国定 g, 则 g7 二 |(g, z) | gz 一 z| 与 S, 一 一 对 应 ,因此 
1g7|=| Si1, 1TI= 小 1g7|= 1S,1. 由 (7) 式 即 得 


2151=n|Gl. 


这 就 证 明了 结论 . 证 毕 . 

例 8 通常 称 为 Burnside 定理 ,在 组 合 数 学 中 有 重要 应 用 . 

例 9 p? 阶 群 是 Abel 群 ,这 里 p 是 素数 . 

证 明 假定 1G|= p* 且 G 是 非 交 换 群 , 则 由 定理 7-3, G 的 中 心 C 为 p 阶 
群 . 令 a EG 但 a 不 属于 C, 则 a 的 中 心 化 子 C(a) 汪 C 且 a € C(a), 故 C(a) 真 
包含 C, 于 是 C(a) = G. 这 表明 a € C 与 假定 矛盾 .证 毕 ， 


习 题 
1. 设 7== (1, 2,…, n) € 5,, 证 明 :y 在 S$, 中 的 共 氏 类 有 (2 一 1)1 个 元 ,并 证 明 y 的 中 
心 化 子 C(7) = 二 7 > 
2. 设 G 是 一 个 有 限 群 旦 有 一 个 指数 为 =” 的 子 群 五 , 即 [G: HH] ==n, 则 五 必 含有 G 的 
一 个 正规 子 群 K 且 [G: Kl]lnt. 特别 车 |G| 不 能 整除 n!1, 则 G 含有 一 个 非 平 凡 的 正规 子 群 ， 


3. 设 G 是 一 有 限 群 , 令 O;，O;，…，O 表示 G 中 共 二 类 全 体 , x; 是 O; 的 代表 元 
(1 之 i 之), C; 是 x; 在 G 中 的 中 心 化 子 ,又 设 n 二 | C1, 求证: 


lip.+liol 
nl nz nx 
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4. 设 G 是 p 群 且 | G|= p” (zp 为 素数 ) ,求证 : 

(1) 若 六 是 G 的 正规 子 群 且 N 关 |e}, 则 CAN 1ej, 这 里 C 是 G 的 中 心 ; 

(2) 若 互 是 G 的 真子 群 , 则 互 必 真 含 于 N( 昌 ) 之 中 ,N(H) 是 日 的 正规 化 子 ; 

(3) 若 | 互 |= p"”!, 则 万 是 G 的 正规 子 群 . 

5. 设 G 是 一 个 有 限 群 ,p 是 能 整除 1G| 的 最 小 素数 ,证 明 : 若 电 是 G 的 子 群 且 
[G: HH]=p, 则 瑟 是 G 的 正规 子 群 . 

6. 设 有 是 有 限 群 G 的 真子 群 ,证 明 :G 中 至 少 有 一 个 元 a, 它 不 属于 H 的 任 一共 思 
子 群 . 

7. 设 里 是 群 G 的 子 群 且 [G : H] < %, 证 明 : 理 含有 一 个 G 的 正规 子 群 N 且 
[H: N]<~. 

8. 证 明 : 群 G 中 只 有 有 限 多 个 共 轿 元 的 元 素 全 体 构 成 G 的 一 个 子 群 . 

9. 若 G 的 换 位 子 子 群 [G, G] 的 阶 为 m, 证 明 :G 中 任 一 元 至 多 有 m 个 共 轿 元 . 

10. 证 明 : A,(n 宇 3) 是 可 迁 群 . 

11. 设 G 是 n 个 文字 的 置换 群 , 则 G 是 可 迁 群 的 充分 必要 条 件 是 [G: G1] = ” 其 中 Gi 
是 G 中 保持 元 素 1 不 动 的 所 有 置换 构成 的 子 群 . 

12. n 次 可 迁 群 ( 即 个 文字 的 置换 群 且 可 迁 ) 的 阶 可 以 被 n 整除 . 

13. 设 瓦 是 有 限 群 G 的 真子 群 ,求证 :G 中 必 有 元 素 落 在 互 的 所 有 共 轿 子 群 外 . 

14. 若 一 个 群 G 的 共 示 类 只 有 两 个 , 则 G 是 2 阶 群 . 

15. 假定 群 G 不 含有 指数 为 2 的 子 群 ,求证 :指数 等 于 3 的 子 群 必 是 G 的 正规 子 群 . 


Oo 
人 a : . 寄 秽 Li rt 


我 们 已 经 知道 ,一 个 有 限 群 G 的 子 群 之 阶 必 是 1G| 的 因子 . 对 于 循环 群 ,我 
们 已 经 证 明 对 1G| 的 任 一 因子 ~ 均 有 > 阶 子 群 .但 是 对 一 般 的 有 限 群 来 说 , 群 G 
未 必 含有 一 个 阶 子 群 ,其 中 + 是 |1G| 的 一 个 因子 . 一 个 容易 想到 的 例子 是 A。 


(n 宇 5), 4, 的 阶 为 二 n1. A, 不 含 任何 阶 为 工 nl 的 子 群 ,否则 A, 将 有 一 个 指数 
2 4 


为 2 的 子 群 从 而 含有 一 个 正规 子 群 ,这 与 A, 是 单 群 矛盾 . 尽管 如 此 ,如 对 |G| 的 
因子 r 作 一 些 适 当 的 限制 ,我 们 仍 可 证 明 r 阶 子 群 的 存在 性 . 这 方面 最 重要 的 结 
果 是 挪威 数学 家 Sylow 于 1872 年 发 现 的 所 谓 Sylow 定理 . Sylow 定理 不 仅 指 出 
了 一 类 子 群 的 存在 性 ,还 讨论 了 这 类 子 群 的 一 些 性 质 . 在 这 一 节 里 我 们 将 证 明 3 
个 Sylow 定理 并 且 给 出 它们 的 应 用 ， 

定义 8-1 设 G 是 一 个 有 限 群 ,p 是 一 个 素数 , 若 p”||G| (m>>0) 而 加 
不 能 整除 1G| , 则 G 的 p” 阶 子 群 称 为 G 的 p-Sylow 子 群 . 

下 面 将 要 证 明 的 Sylow 第 一 定理 肯定 了 p-Sylow 子 群 的 存在 性 . 在 证 明 这 
一 定理 前 ,我们 先 证 明 一 个 引 理 ,这 个 引 理 通常 被 称 为 Cauchy 引 理 . 
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引 理 8-1(Cauchy 引 理 ) 设 G 是 一 个 有 限 Abel 群 ,p 是 素数 , 若 p 是 |G| 
的 一 个 因子 , 则 G 有 一 个 周期 为 p 的 元 素 . 
证 明 令 a EG 有 a 关 e, 若 a 的 周期 可 被 p 整除 , 即 o(a) 一 pr, 则 5b 二 a 
的 周期 等 于 p, 引 理 已 证 . 若 a 的 周期 与 p 互 素 , 则 GA/ <a > 的 阶 比 1GI 小 且 仍 
可 被 p 整除 . 对 G 的 阶 用 归纳 法 可 设 G/ 二 a > 有 一 个 p 阶 元 5 过 a 之 , 若 5 的 
周期 为 *, 则 
(ba>)=6 <a>=E. 


而 6<<a 之 的 周期 等 于 p, 故 pls. 设 s= pt, 则 6b: 的 周期 就 是 p. 证 毕 . 

定理 8-1(Sylow 第 一 定理 ) 设 G 是 一 个 有 限 群 ,p 是 一 个 素数 , 若 p || G |， 
则 G 必 包 含 一 个 阶 为 p* 的 子 群 . 

证 明 对 G 的 阶 用 归纳 法 .车 | G1= 1, 则 不 用 再 证 . 设 结论 对 于 一 切 阶 小 
于 1GI 的 群 成 立 ,考虑 G 的 类 方程 (定理 7-2): 


1G|=|1C|+ 2)[G: C(y:)], 


若 p 不 能 整除 1C|, 则 必 存 在 某 个 i 使 p 不 能 整除 [G: Cly:)]. 但 16G1= 
| C(yi) |[G :CGO Pr11G1, 故 扬 |1C(yi)|. 作 为 G 的 子 群 C(y;) 的 阶 小 于 

“1G| ,由 归纳 假设 可 知 C(y:) 含 有 一 个 pr 子 群 ,当然 也 是 G 的 p* 阶 子 群 . 
又 设 p11C1, 则 由 引 理 8-1,C 含有 一 个 子 群 <c> ,其 阶 等 于 2. 但 一 c> 属 


于 中 心 C, 因 此 <c> 是 G 的 正规 子 群 ,G/<c> 的 阶 为 1G| , 它 可 被 p:-! 整除 . 


又 G/<=c 之 的 阶 小 于 |1G|, 由 归纳 假定 知道 G/< 之 c 汪 含有 一 个 子 群 ,其 阶 等 于 
大 -1 , 记 之 为 再 /<<c>> ,其 中 五 二 才 c> (由 定理 4-2 可 知 ,日 总 存在 ), 于 是 
IHI=[H:<c>]l1:|<c>|I=p .p= pp. 

证 毕 . 

推论 8-1 若 素数 p 是 群 G 阶 的 一 个 因子 , 则 G 含有 一 个 周期 为 p 的 
元 素 . 
. 定理 8-2(Sylow 第 二 、 第 三 定理 ) G 是 一 个 有 限 群 旦 素数 p11|G|, 则 

(1) G 的 任意 两 个 p-Sylow 子 群 都 共 斩 , 即 车 P ，P: 均 是 G 的 p-Sylow 子 

群 , 则 存在 g € G 使 P; = gPig!; 

(2) G 的 p-Sylow 子 群 的 个 数 7r 是 [G : P] 的 一 个 因子 ,其 中 卫 是 G 的 一 个 
p-Sylow 子 群 , 且 r 适 合同 余 式 ; 


r 二 1(mod p); 
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(3) G 的 任 一 加 阶 子 群 都 含 在 某 个 p-Sylow 子 群 内 . 
证 明 设 S 是 G 的 所 有 pp-Sylow 子 群 全 体 组 成 的 集 ,定义 G 对 S 的 作用 为 
g*P=gPg", PES,g€G. (1) 
由 $2.7 知 S 是 一 个 G- 集 合 . 现 设 T 是 S 的 一 个 G- 轨 道 ,我 们 要 证 明 人 = 5， 
由 此 即 可 得 (1) 式 . 
设 工 中 有 > 个 元 素 , 即 有 7 个 p-Sylow 子 群 , 设 为 Ki, K;,…, K,, 又 设 昌 
是 其 中 的 某 个 K, ,将 G 对 工 的 作用 限制 在 态 上 , 即 定义 五 对 工 的 作用 为 


hxK=hKh!, K€ET,h€H, (2) 
则 工 是 一 个 -集合 , 工 可 划分 为 若干 个 H- 轨 道 的 无 交 并 ， 于 是 由 定理 7- 1 得 
r=|T|= 》) | HxK,|= DLH: Stab K,), (3) 


其 中 K, 跑 遍 各 H- 轨 道 的 代表 元 . 注意 到 HE TH 所 在 的 莫 - 轨 道上 只 有 一 个 元 
素 , 即 电 自 己 ( hHh- = 再 对 一 切 凡 E 五 成 立 ). 若 玉 E 工 且 K 所 在 的 有 -轨道 
也 只 有 天 自己 , 则 

1=|.HxK|= [H: Stab K], 
即 昌 = StabK= {hE€EHIhK = Kh}, 于 是 HK = KH, 由 8 2.2 中 的 习题 4 
知 HK 是 G 的 子 群 且 显 然 K 4 HK. 由 $2.4 中 的 第 二 同 构 定理 可 知 


HK/K 2 H/HNMNEK, 


因此 | HK |=| K || H/H 由 K |. 注意 这 里 日, K 均 是 p-Sylow 子 群 ,| H/ 
HNK| 为 p 的 某 个 军 次 或 1, 若 | HHH NM K | 冯 1, 则 | HK |>>1K1 且 |HK| 
也 等 于 p 的 军 , 这 与 KK 是 G 的 p-Sylow 子 群 巴 盾 , 因 此 | HAH 站 KK |= 1, 即 
有 HHNK, HCK. 又 IHI=|K|, 故 HH=K. 这 一 事实 表明 在 工 的 诸 五 - 
轨道 中 ,只 有 瑟 所 在 的 轨道 只 含 一 个 元 素 , 其 余 的 轨道 所 含 元 素 的 数目 为 
[ 瑟 : Stab K,;], 显 然 是 p 的 某 个 非 零 星 , 这 就 证 明了 
r=|T|=1(modp). | (4) 
现 假定 某 个 p-Sylow 子 群 昌 不 在 中 , 仍 可 定义 H 对 T 了 的 作用 如 (2) 式 
所 示 , 这 时 仍 有 (3) 式 成 立 ,而 且 经 过 同样 的 论证 可 知 每 个 下 轨道 互 * K; 的 元 
素 的 个 数 都 是 p 的 某 个 非 零 宕 次 . 但 显然 这 与 (4) 式 矛盾 ,因此 日 必须 在 工 中 ， 
这 就 证 明了 S = T. 又 由 于 G- 轨 道 只 有 一 个 ,对 任 一 p-Sylow 子 群 P, S = 
G x:P, 再 由 定理 7-1 及 $2.7 例 6 可知: 


r=|S|={G:StabP]= [{G:N(P)], 


而 N(P) 二 P, [G: Pj]=[G: N(P)JLN(P) :Pl, 即 r 是 [G: P] 的 因子 .这 样 
我 们 证 明了 (1) 式 与 (2) 式 . 

最 后 设 工 是 G 的 p* 阶 子 群 ,将 G 对 5S 的 作用 限制 在 上 使 S 成 为 一 个 L- 
集 , 同 理 可 证 每 个 轨道 所 含 元 素 的 个 数 为 p 的 某 个 宪 次 (包括 零 次 窒 ). 但 是 
被 p 除 余 1, 故 至 少 有 一 个 二 轨道 只 含 一 个 pSylow 子 群 K ,这 时 


LEN(K)= {gE€EG|egeKg™ = Kj, 


LK 是 G 的 子 群 且 K 4LK. 同 上 面 一 样 , LK/KL/LNMN K, 可 得 LN K=L， 
即 工 忆 KK. 证 毕 . 

推论 8-2 ”有限 群 G 若 只 有 一 个 p-Sylow 子 群 , 则 该 子 群 必 是 正规 子 群 . 

Sylow 定理 是 研究 有 限 群 的 有 力 工具 ,我 们 将 在 下 面 举例 说 明 它 的 应 用 . 

例 1 求证 阶 为 20 449 = 11: .13: 的 群 G 必 是 Abel 群 . 

证 明 先 求 11-Sylow 子 群 的 个 数 . 由 Sylow 定理 知道 这 个 数 应 具有 形状 
1 十 11k. 又 它 必须 整除 13: ,显然 只 能 & 二 0, 即 G 只 有 1 个 11? 阶 子 群 A, A 是 
G 的 正规 子 群 . 又 由 3 2.7 中 的 例 9 知 A 是 Abel 群 .再 看 13-Sylow 子 群 , 同 理 
可 证 明 它 只 有 1 个 , 故 G 有 一 个 交换 的 正规 子 群 B 且 |B| 二 13. 又 显然 ANMB 
二 {ej} ,因此 G= AB, 再 由 $2.3 中 的 习题 4 知道 ,A 中 元 素 与 B 中 元 素 的 乘法 
可 交换 ,因此 G 是 Abel 群 .证 毕 . 

例 2 求证 :56 阶 群 必 不 是 单 群 . 

证 明 7-Sylow 子 群 为 1 十 7& 个 旦 1 十 7k&|8,k 二 0 或 二 1. 若 & 一 0, 则 
7-Sylow 子 群 必 正 规 ,G 不 是 单 群 ; 若 R = 二 1, 则 有 8 个 7-Sylow 子 群 ,7 阶 元 共 
6X8 二 48 个 , 56 一 48 二 8. 但 G 含 有 2-Sylow 子 群 ,其 阶 为 2 = 8, 因此 剩 下 
的 8 个 元 构成 G 的 唯一 的 一 个 2-Sylow 子 群 ,因此 G 有 一 个 正规 的 2-Sylow 子 
群 ,G 不 是 单 群 .证 毕 ， 

例 3 G 是 一 个 108 阶 群 ,求证 :G 有 一 个 27 阶 或 9 阶 的 正规 子 群 ,从 而 G 
也 不 是 单 群 . 

证 明 | G|= 108 = 2? .3:. 考虑 3-Sylow 子 群 ,应 为 1 十 3k 个 .又 1 十 3k 
| 22. 故 k&= 二 0 或 k= 二 1. 若 有 二 0, 则 G 只 有 一 个 3-Sylow 子 群 且 必 正规 ,这 个 
子 群 的 阶 为 27; 若 二 1, 则 G 有 4 个 3-Sylow 子 群 . 现 设 且 , K 是 两 个 不 同 的 
3-Sylow 子 群 , 则 由 3 2.2 中 的 习题 可 知 | HK |=1HIIKI1AI1HNMK|, 了 即 
27x27/|1HNKI<108, 于 是 |HNMNK|>27/4, 因 此 |HNMK|=9. 

另 一 方面 日 的 阶 为 3， 五 人 天 阶 为 3 ,由 32.7 中 的 习题 4 知 H 们 


52 抽象 代数 学 


Kd H. 同 理 有 HN Kd K. 现在 来 考虑 五 人 K 的 正规 化 子 群 N(HNK). 显然 H 
N(HNK), KEN(HNK), 故 HK CE N(HNK). 又 1HK I= 2X2 8l, 


故 | N(H NK) | 之 81. 但 N(CHNK) 是 G 的 子 群 其 阶 必须 是 108 的 因子 ,只 可 能 
N(H 由 K) =G, 这 就 是 说 HNK 是 G 的 正规 子 群 ,而 HNK 的 阶 为 9. 证 毕 . 
“ 例 4 设 p, g 是 素数 且 g > p, 则 pg 阶 群 最 多 只 有 两 种 . 

证 明 先 考 虑 9-Sylow 子 群 ,应 为 1 十 kg 个 且 1 十 hg | p, 因此 有 = 0. q-Sy- 
low 子 群 只 有 一 个 必 为 正规 子 群 . 再 考虑 p-Sylow 子 群 ,应 为 1 十 怒 个 , 且 
1 十 妨 9g. 车 k= 0, 则 G 有 一 个 正规 的 户 阶 群 .这 时 G 有 一 个 正规 的 p 阶 群 A， 
一 个 正规 的 9 阶 群 B. 显 然 AmB= {el, G = AB. 记 G 的 一 个 P 阶 元 为 a, 一 
个 g 阶 元 为 6, 则 ab = ba, 因此 G 有 一 个 pq 阶 元 ,G 是 一 个 循环 群 . 

再 设 k 关 0, 这 时 有 4 个 刀 Sylow 子 群 且 户 | 9 一 1. 若 a 是 一 个 p 阶 元 ,6 是 
一 个 g 阶 元 , 则 ac, 2 生成 G, 即 G 王 二 a, 5 之 . 由 于 <5>dG, 故 oa ba 二， 
r 是 某 个 自然 数 .7 必须 适合 + 关 1 (mod q), 因为 否则 op 二 6, ab 一 ba,G 将 
是 交换 群 ,而 交换 群 的 任 一 子 群 均 正规 , 故 <a> 是 G 的 唯一 的 p-Sylow 子 群 与 
G 有 g 个 p-Sylow 子 群 矛 盾 . 另 一 方面 ， 


aiba = bo(aiba) aba) 一 roripa 一 
二 a-ibra 二 6 (用 归纳 法 ) 
>al(aiba)a =b Sah = 6 
二 a-?tbar* = b” (用 归纳 法 ) 


=>6= 0 r= 1modg, 


因此 z 
G = {aibi | i 二 0， 工 ， “ p—1;j;=0, 1]， 的 
dg 一 1, az 一品 一 ce, pa 一 apg， (5) 
其 中 ”~ 适合 条 件 : | . 
r 关 1(modg), r? = 1(mod gq). (6) 


令 U, 是 82.2 例 7 中 的 群 ,因为 g 是 素数 , 故 
UL。 一 {1, 2， “9 9 一 1. 


由 (5) 式 可 知 r 关 1 且 7? 二 1. 因为 bp 是 素数 , 故 7 在 U。 中 生成 一 个 p 阶 循环 子 
群 (注意 (7, g) = 1, (r”", q) 二 1 对 一 切 m). 但 可 以 证 明 D 是 循环 群 (参见 
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$3.7) ,因此 其 p 阶 子 群 唯一 ,于 是 车 jr, 也 适合 同 余 方程 (6) , 则 必 存 在 2, 使 


fi 汪 r'(mod'g); 
这 时 a-ba' = br” 二 bn ,用 a 代替 a 并 注意 到 (1, p) = 1, 我 们 得 到 
四 二 < 二 下 人 它 ， 
G= ta (站 
v=— ada = 0 (C8) et, (7) 


将 (7) 式 与 (5) 式 比较 ,不 难看 出 它们 代表 了 同一 个 群 . 这 表明 pq 阶 非 交 换 群 当 
p19 一 1 时 有 且 只 有 一 种 , 它 可 由 (5) 式 给 予定 义 .证 毕 . 
推论 8-3 2p(p 是 素数 ) 阶 非 交 换 群 同 构 于 D,(p 阶 二 面体 群 ). 


悦 题 


. 试 决定 S, 的 所 有 Sylow 子 群 . 
. 证 明 :63 阶 群 不 是 单 群 . 
. 证 明 :148 阶 群 不 是 单 群 . 
. 证 明 :6 阶 非 交 换 群 都 与 S; 同 构 . 

5. 若 群 G 阶 的 素 因 子 分 解 式 p1pe…p, 中 , 当 i 关 j 时 pi 关 p; ,又 若 G 是 Abel 群 ,证 明 : 
G 必 是 循环 群 . 

6. 求证 :万 9 阶 群 必 含 有 一 个 正规 的 Sylow 子 群 ,这 里 p, g 是 不 相同 的 奇 素数 . 

7. 证 明 :200 阶 群 含有 一 个 正规 的 Sylow 子 群 : 

8. 证 明 : 阶 为 231 的 群 G 的 31-Sylow 子 群 含 于 G 的 中 心 内 . 

9. 证 明 :36 阶 群 不 是 单 群 。 

10. 设 G 是 一 个 30 阶 群 ,证 明 : 它 的 3-Sylow 子 群 与 5-Sylow 子 群 都 是 正规 子 群 ,又 G 
必 含 有 一 个 15 阶 的 循环 群 作为 正规 子 群 . 

11. 证 明 :72 阶 群 不 是 单 群 . 

12. 设 G 是 有 限 群 ,证 明 :GZC 的 阶 不 可 能 等 于 77, 其 中 C 是 G 的 中 心 . 

13.' 设 G 是 有 限 群 且 有 一 个 产 Sylow 子 群 P, 令 N = NGP) 是 尸 的 正规 化 子 群 ,证 明 :G 
的 任 一 包含 N 的 子 群 等 于 它 的 正规 化 子 群 . 

14. 设 P 是 有 限 群 G 的 一 个 p-Sylow 子 群 , 妥 是 G 的 子 群 且 | 囊 |= 加 (办 > 0), 求 证 ; 
有 HN N(P) = HN P. 这 里 N(P) 是 P 在 G 中 的 正规 化 子 群 . 


> WW ND -= 


我 们 在 线性 代数 中 已 经 学 到 过 线性 空间 直 和 的 概念 ,现在 我 们 将 这 个 概念 
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推广 到 群 上 . 群 的 直 积 ( 当 群 为 加 法 群 时 又 称 直 积 为 直 和 ) 可 以 使 我 们 从 已 知 的 
比较 简单 的 群 来 构造 比较 复杂 的 群 . 另 一 方面 又 可 以 把 一 个 比较 复杂 的 群 分 解 
成 比较 简单 的 群 加 以 研究 . 
我 们 先 从 两 个 群 的 直 积 做 起 ,其 方法 可 以 推广 到 任意 个 群 上 . 设 G ，G* 是 
两 个 群 , 作 CG 一 CI XG:,, 即 作为 集合 ,G 是 ,Cs 的 积 . G 中 元 素 可 写 为 
(gi 9 82 ) 的 形状 ,其 中 gi1E€ Ci ， g: EE Ga. 现在 G 上 定义 乘法 : 
(gi1, g2) (hi, ha) = (gihi, gehz), gi, hI E CI， 
g2, h: €E Gz, (1) 
则 . . 
((g1, g2) (hi, h2)) (ki, ke) = (gihi, gehs) (ki, k2 ) 
一 ((gihi )ki » (gzhz )k2 ) 
= (gi(hhi), gz(hskz)) 
= (gi1, g2)((hi, hs)(k1, kz)). 
又 对 G 中 任意 的 元 (gi， gz ) ， 


(g1, gz)(e1, er) 一 (8 ，82) = (e1, €2)(g1, 82), 
(g1, g2)(g81', 82')= (el, ez) = (gi , 87')(g1, g2), 
因此 G 在 (1) 式 定义 下 成 为 一 群 , 称 为 Gi 与 Gs 的 外 直 积 ，. 
刚才 我 们 是 从 “外 部 ”, 即 从 两 个 看 上 去 不 相关 的 群 G1 ,Gs 出 发 来 定义 一 个 

新 的 群 ,现在 我 们 再 从 内 部 来 考察 一 下 G 二 G} XGz. 令 

Ni= {(g, ee)|g1 €G|, 

N, 一 {(e1, g2) | B82 E G:}， 
则 不 难 验 证 N! ，N: 都 是 G 的 子 群 ,而 且 还 是 正规 子 群 . 事实 上 对 任意 的 
(hy, he) € G, (hi, hz)(g1, er) (hh, he) =.(h, ha)(gi, er)(hr , hi) = 
(hgihi! ,ez) € Ni, Ni 4G. 同样 N: 4 Gi. 又 若 作 G 一 Ni 的 映射 g1 一 (gi, @)， 
则 显然 这 是 一 个 群 同 构 , 同 样 G 竺 Ni. 又 因为 (g1, g2) = (g1, €)(e, g2), 
于 是 有 G = Ni N:. 另外 ,显然 有 Ni 人 Ni = |(e1, ez)1. 这 样 G 可 以 “分 解 ”为 
两 个 交 仅 含 么 元 (ei , ez ) 的 正规 子 群 的 积 ;我 们 称 G 是 Ni 与 N: 的 内 直 积 . 


现在 我 们 对 一 般 的 直 积 给 出 如 下 的 定义 . 
定义 9-1 设 G(i 一 1， 2， 本 n) 是 nn 个 群 ,G = Gi XG Xs XC， ， 定义 


G 中 乘法 : 
(gi, B82, 5 gr) (hi, h2, 四 h,) 一 (gihi, gzhz, 四 gnhn), 


则 G 在 此 乘法 下 构成 的 群 称 为 Gi(i = 1, 2, …, 7) 的 外 直 积 . 

显然 ,(e1 ,es ，…, es) 是 G 的 恒 等 元 ,其 中 ei 是 G; 的 恒 等 元 . (gi1, g:,…， 
gn) !' = (gi', 82 ,", 8 ). . 

定义 9-2 设 G 是 一 个 群 , N;(i 二 1,2, …, nn) 是 G 的 n 个 正规 子 群 且 适 
合 下 列 条 件 : 

(1)C 一 NiN Ni; 

(2) Ni 站 Ni 和 N_iNi NN, 二 1e| 对 一 切 i 二 1,2,…, 7 成 立 ; 
则 称 G 是 Ni(i = 1,2,…, 7) 的 内 直 积 . 

读者 自然 关心 两 种 直 积 之 间 的 关系 . 事实 上 它们 在 同 构 的 意义 下 是 一 致 的 ， 
这 点 我 们 将 在 下 面 看 到 . 

定理 9-1 设 NN;(i 一 1, 2,…, 7) 是 群 G 的 正规 子 群 , 则 G 是 N;(i= 1， 
2,…, nn) 的 内 直 积 的 充 要 条 件 是 : 

(1)G = NNN,; 

(2) G 中 元 素 用 N; 中 元 的 乘积 表示 唯一 , 即 老 

g = gig2°"gn 一 六 jp， gi, h: E Ni; 

则 必 有 gi == hi(i = 1,2,…, 7n), 

证 明 设 G 是 Ni(i 二 1,2,…,7) 的 内 直 积 ,我 们 只 需 证 明 (2) 成 立 .首先 
我 们 注意 到 这 样 一 个 事实 ; 若 BE Ni;, siE N; ， tL 天]， 则 BiB; = BjBi. 事实 上 ， 
N; fN N; E Ni Mf Ni Ne Nn N, = fe}, 

即 N; 败 NN = e, gi8j8787' 二 (gi8j81 )8; E€ N; (因为 N;4G). 同 理 
SEETE 一 gi(gj8118)!) E Ni, 攻 gigjgi1'8) 二 Ce, gi8; 二 8j8i. 现 设 
g = gig2°"gn = hihs*h,, gi, h;: €E N;, 
则 
hi!g: = hhiga p71 ga 
= hh (hg7 )gnh gz 


一 六 BE (hgn )**gz 


= (hg7') (hsgs) (hga) ENN…N， 
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因此 Ag € Ni 站 NiNs…N, 二 {ej, 即 g1 二 h1. 消去 g1，hi 得 B2°""Bn 一 
h.…h,, 再 用 同样 方法 可 得 gs = hi, …, gs 一 hh,. 
反 过 来 , 若 (1)、(2) 成 立 , 要 证 N mn Ni…Ni iNin…N, = 二 {el 对 i= 1， 
2，… ,和 成 立 . 令 ze Ni 人 Ni… NNin…NN,, 则 
T= gi = g1"g gH Bg, 
即 
eg 
由 表示 唯一 性 即 得 g; = e, x = e. 证 毕 . 

推论 9-1 ”Ni,，G 同 定理 9-1, 则 G 是 N;(i = 1,2,…, 7 ) 的 内 直 积 的 充 
要 条 件 是 : 

(1)G= NIN No 

(2) 车 gig2'**gs = e, g; € Ni, 则 gi = eli= 1,2,., 7). 

证 明 ”我们 只 要 证 明 由 推论 的 (2) 可 推出 定理 9-1 中 的 (2) 即 可 . 首先 注意 
到 若 xz ENiNM Nj;, (i 关 7), 则 z= zi 二 xz, Xi € Ni, Xx € NN;, 于 是 zizx7 二 
e, Xi 二 e, Xj 二 e, 即 Ni; 门 N; = e. 再 由 六 的 正规 性 ,同上 可 证 车 E Ni， 
yy; EN; (Gi), 则 yiy; = yjyi. 又 设 gig2"*gs 二 hihan*h,, gi, h; € N;, 则 
由 于 yi 二 yy 对 一 切 y; € N;, y; € Nj(i 关 j) 均 成 立 , 因 此 可 得 : 

gihi' g2hz* “gnh 7 = (gig2°"*g8n) (hihs'h,) 一 e， 
于 是 gih7' = e, gi = h. 证 毕 . 

定理 9-2 设 G 是 一 群 且 G 是 它 的 正规 子 群 N;(i = 1, 2, …, n) 的 内 直 
积 ,又 工 = NiX NsX…XN, 是 Ni(i 一 1,2,…, mn) 的 外 直 积 , 则 G 与 工 同 构 . 

证 明 作 g:T 一 G 的 映射 : 

‘P(g1, Bg2s ,gs) = gg pg， Bi € Ni, 
显然 ?是 映 上 的 ,又 
gp((8 ga (让 和， hs)) 
一 9p(g1h , Bzhs, *, gah,) 
= gh gh gahs 


一 g182°"" gnhihs “hs 


第 二 章 和 群 论 57 


因此 p 是 群 同 态 . 又 若 p(gl，g:，…，8g,) 二 e, 即 gi1g8:…g; 二 e, 即 得 g; 一 e, 因 
此 ?是 单 同 态 . 这 证 明了 p 是 同 构 . 证 毕 . 

由 于 上 述 同 构 , 有 时 我 们 不 区 分 外 直 积 与 内 直 积 ,统称 为 群 的 直 积 . 读者 以 
后 还 会 看 到 ,构造 直 积 的 方法 不 仅 对 群 ,而 且 对 环 等 其 他 代数 体系 都 有 普遍 

注意 若 G 是 N;(i 二 1,2,…, 7) 的 内 直 积 ,有 时 为 了 方便 ,也 写 为 G = 
Ni X Ni X… XN,. 又 加 法 群 的 直 积 称 直 和 ,用 由 表示 ,这 时 可 写 为 G= Ni 中 
和 N 由 … ON,. 

例 1 设 G 是 za 阶 循环 群 旦 p,q 为 互 素 的 正 整数 , 则 G 可 分 解 为 阶 循 
环 子 群 与 g 阶 循环 子 群 的 直 积 . 

证 明 设 G=<a>,o(a)= 如 ,因为 六 ,9 互 素 , 故 存在 整数 *, 上 使 ps 十 
对 一 1, 于 是 

Q& 一 ap .a = (a?)’. (a )’. 

车 令 Gi 二 之 a? >, Gz = 二 ao > ， 则 上 式 表明 G = GiGz. 又 车 x € Gi 人 NG;， 
则 olx) 整 除 |G, 间 Gs|, 从 而 olx) 1p, olz)1g. 但 (p, 9) 一 1, 故 o(z) 一 1， 
工 二 e, 于 是 G 二 GXGz. 又 显然 az 的 周期 为 q, wa 的 周期 为 p, 于 是 得 结论 . 证 毕 . 

例 2 设 G= GXGX…XG,, Gi 的 中 心 为 C;, 则 G 的 中 心 C=C XC 
XB: XC,= (co, c, cc EC 

证 明 车 (ci ,cz，…, cr) 中 ci€ Ci(i 二 1,…, 7n), 显然 (cl, cs，…, cr) 与 
任 一 (g1，g:，…， gs) E G 交换. 另 一 方面 , 若 


(cl， C2， """, Cn) (g1, B82,，""'， gn) 
一 (gi1, B82, ""'，, gn)(c1, C2 ， cn ) ， 


则 CiBi 一 gicili = 1,2,…, n). 若 上 式 对 一 切 G 中 元 成 立 , 则 Ci 入 Ci. 证 毕 . 

例 3 若 4 阶 群 G 不 是 循环 群 , 则 G 同 构 于 两 个 2 阶 循环 群 的 直 积 . 

证 明 由 Lagrange 定理 知 G 的 任 一 非 么 元 的 周期 可 整除 4. 若菜 一 元 a 的 
周期 为 4, 则 G = 过 a 之 是 循环 群 .因此 G 的 非 么 元 周期 省 为 2, 故 为 Abel 群 . 设 
a 关 e, 则 <<xa> 是 G 的 2 阶 子 群 .又 设 5E<a >， 则 <<0> 也 是 G 的 2 阶 子 群 . 
显然 <a> 站 <05>=e， G=<a><b> 是 G 的 直 积 分 解 . 若 把 CG 写成 加 法 
群 且 因 2 阶 循环 群 都 同 构 于 2 , 则 G 宅 Zz 四 乙 . 这 一 事实 表明 4 阶 群 只 有 两 
种 :Z,(4 阶 循环 群 ) 及 Ze 名 Zs, 它们 都 是 交换 群 . 证 毕 . 

例 4 设 G 是 加 法 群 ,A4, Bi, B, 是 G 的 子 群 且 G= 4A 田 B 一 A@Bi. 举 
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例 说 明 Bi 不 必 等 于 也: . 但 车 .B， CB,, 则 Bi = B,. 
解 例子 如 下 : G= 肥田 ZZ, 即 G= 1(0,0), (1, 0)， (0, 1), (1, 1)1. 令 


A= {(0,0), (1, 0)}; B, = {(0,0), (0, D}; 
= {(0, 0), (1, 1)}, 
则 G=A@B=AG@B,, 但 B, 冯 B,. 
车 G 二 A®B =A@@B. 有 BCB,, 取 B, 中 任 一 元 4, 则 w= 二 a 十 v, 其 


中 a 属于 A,v 是 Bi 中 的 元 .因为 Bl 和 Bi, 故 a 二 wu 一 v 属 于 A 作 Bs ==0, 即 
2 一 0， 由 此 知 w = vw, 属于 B, , 即 有 B, = B;. | 


习 题 


1. 设 A, B 是 群 ,证 明 : AXBBx AA. 
2. 若 Ci ， Gz， Gs 是 群 , 证 明 : 


(G1 XG)XG GG X(G XG)LG XG XGs. 


3. 若 G= Gi XG 是 内 直 积 ,求证 : G/Gi 给 Gz, G/G: 和 G1 . 

4. 举例 说 明 : 若 G = GiGiG;, 其 中 Gi(i = 1,2， 3) 是 G 的 正规 子 群 且 G.， NG te } 
(天 力 , 但 G 可 能 不 是 Gi, Gs:, G; 的 直 积 . 

5. 设 C 是 一 群 , N;(i 王 1,2,…,n) 是 G 的 正规 子 群 且 Ni 站 Ni 门 … [NN, = {el, 令 
五 := GAN;, 证 明 :G 同 构 于 互 ; Xx H; X… X H, 的 一 个 子 群 . 

6. 证 明 :p? 阶 群 只 有 两 种 :2y 与 Z 外 2Z,. 这 里 Pp 是 素数 . 

7. 设 G= 2 四 2, zp 是 素数 . 问 :G 自 同 构 群 Aut G 的 阶 等 于 多 少 ? 

8. 设 G 是 一 个 有 限 群 ,Ni(i = 1, 2, …, n) 是 G 的 正规 子 群 , 旦 G = NiN2…N,. 又 


1G1=| Ni || Ni | … | NN |, 证明 :G 是 N;(i 二 1, 2,…,n) 的 直 积 . 
9. 设 Ni(i = 1，2，…， 2) 是 GG 的 正规 子 群 且 G = Ni NN,, 又 对 任意 的 i,. 


N; NN Ni N22 Ni 一 te (i 一 工 ， 2， 了) ， 


则 G 是 Ni(i = 1，2; …,，2) 的 直 积 . . 

10. 若 G 是 有 限 群 且 每 个 元 的 周期 不 超过 2, 则 G 是 Abel 群 且 同 构 于 有 限 个 2 阶 循环 
群 之 直 积 . 

11. 证 明 : 交 换 群 的 直 积 仍 是 交换 群 . 

12. 举例 说 明 : 若 互 , K 是 G 的 交换 子 群 且 H 是 G 的 正规 子 群 ， 又 有 G= HKRHNMNK 
= {el ,但 G 不 是 互 与 K 的 直 积 . 

13. 证 明 ;Z4 不 可 能 表示 为 两 个 子 群 的 直 积 . | 

14. 设 1G.1.e1 是 一 族群 , 作 G = XG。 是 G。 的 积 集合 ,G 的 元 素 记 为 g 二 (gs)1; 定义 G 


中 乘法 : ; 
g*h= (gh.)1, g, h€ G, 
证 明 :CG 是 一 个 群 ( 称 为 1G, | 的 外 直 积 ). 


有 限 生成 Abel 群 是 比 循环 群 复杂 一 些 的 群 .我们 将 用 上 一 节 直 积分 解 的 方 
法 证 明 有 限 生成 Abel 群 可 分 解 成 为 有 限 个 循环 群 的 直 积 . 由 此 可 找 出 所 有 有 限 
Abel 群 的 同 构 类 . 

定理 10-1( 有 限 生成 Abel 群 基本 定理 ) 设 G 是 一 个 有 限 生成 加 法 群 , 则 
G 可 以 分 解 成 有 限 个 循环 群 Ci(i 二 1, 2, …,&) 的 直 和 : 


G=C@CD:…0G, (1) 


其 中 或 是 所 有 的 C; 皆 为 无 限 循 环 群 , 或 是 存在 某 个 j 之 8 使 得 C1, C;， 
Ci 为 阶 分 别 等 于 ma ,ms,…, mj 的 有 限 循 环 群 , 且 mi |mz|…|mj ,其余 的 
Cr+，…，Cx 为 无 限 循 环 群 . 

证 明 设 G 可 由 & 个 元 生成 且 & 是 生成 元 个 数 中 的 最 小 者 , 即 G 中 少 于 
个 元 素 生成 的 子 群 必 是 G 的 真子 群 .我 们 对 使 用 归纳 法 . & = 1 时 结论 显然 成 
立 , 现 假设 结论 对 由 一 1 个 元 生成 的 Abel 群 均 成 立 . 

首先 考虑 第 一 种 情况 . 这 时 G 有 一 组 生成 元 {a1, a:,，…, ar|, 且 具有 下 列 
性 质 :对 整数 x1 ，zs，,…, zi ,方程 | 


XiQi 十 Xzaz 十 … 十 Za 一 0 


成 立 的 充 要 条 件 是 zi = zs 一 … 一 图 一 0. 这 一 性 质 表 明 对 G 中 任 一 元 g ,下 列 
& 的 表示 式 是 唯一 的 : 


8 三 Xial 十 Zaazs 十 … 十 Xia. 
事实 上 , 若 
gg 三 Ziai 十 Zaas 十 … 十 Tiaks 一 ya 十 yas 十 … 十 yax， 
则 
(wyi)awt (wa {yat 3 (na = Nar 0; 


于 是 二 y=0, zs 一 yz = 二 0,… ;一 二 0, 即 zi 二:(i 二 1 2, ,). 
由 3 2.9 中 的 定理 9-1 知 
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CG = Ci 申 Cs 申 … 四 C， 
其 中 C =<<w >. 由 于 对 非 零 的 m, ma; 头 0, 过 a > 是 无 限 循 环 群 ,因此 G 是 
有 限 个 无 限 循环 群 的 直 和 ， 

再 来 考虑 第 二 种 情况 . 即 G 的 任 一 生成 元 集 {a1，as，…, as| 不 再 具有 上 
述 性 质 , 即 存在 不 全 为 零 的 使 za 十 … 十 was == 0. 由 于 可 wat 一 0 与 
>， (一 zi)a = 0 等 价 , 我 们 假设 至 少 有 一 个 x; > 0. 考虑 所 有 G 的 由 个 元 组 
成 的 生成 元 集 |(a1 , as ,，…, ai)|, 令 六 为 所 有 使 

Xia 十 Xoqz 十 … 十 Zrar 一 0 (至 少 有 一 人 zi>0) | 

对 菜 一 生成 元 组 (a ， as ，…， ai) 成 立 的 整数 组 (x1 ,xs,…, zi) 组 成 的 集合 . 设 
mi 是 XX 中 出 现在 各 组 分 量 上 的 最 小 正 整 数 ,不 失 一 般 性 ,可 设 mi 出 现在 某 组 
数 的 第 一 个 分 量 上 , 即 

ma zz 二 xias = 0 (2) 
对 zx;(i 二 2, … ,上 &) 我 们 有 : 

Zi 一 0 十 mr OCri 人 <m, 
于 是 (2) 式 变 成 

mb 十 raaz 十 … 十 Pak 一 0， 
这 里 访 二 十 qzQz 十 十 qrar. 若 = 二 0, 则 a 王 一 qas 一 … 一 gat， 这 表明 
a 可 由 az ，…，, ak 生成 ,因而 G 可 由 & 一 1 个 元 素 as ，…，, ax 生成 ,与 假定 矛盾 . 
故 访 和夫 0. 又 aa 一 玉 一 ga 一 … 一 ga 因此 {61, as， …， cd 可 生成 G, 于 是 由 
mi 的 最 小 性 假设 得 到 7 二 … 一 六 一 0, 从 而 xn 一 0. 令 C = 过 bh >, 再 由 
mi 的 最 小 性 可 知 5b 的 周期 等 于 mm, 即 | C |= mm. 

设 G 是 由 {as,…, ai| 生 成 的 G 的 子 群 ,我 们 要 证 明 G= CG 四 Gi. 设 有 某 
个 整数 志 ,使 PE Gi 且 0 过 zi 过 mm 则 ib 二 zzas 十 … 十 zias, 其 中 
Ti € Z(i 二 2,…, 上 &), 于 是 zib1 一 zzaz 一 … 一 zias 一 0. 再 由 mi 的 最 小 性 可 
知 必须 有 zx 一 0, 这 就 证 明了 Ci 站 G ==10}, 于 是 G= CG. 

Gi 是 一 个 由 一 1 个 元 生成 的 群 . 若 Gi 可 由 少 于 一 1 个 元 生成 , 则 G= C， 
名 G, 可 由 少 于 个 的 元 生成 ,引出 矛盾 , 故 Gi 生成 元 的 最 少 个 数 等 于 一 1. 由 
归纳 假设 G; 可 分 解 为 循环 群 之 直 和 : 


Gi = Cm.…OC, 


其 中 CG , …, CG; 或 为 无 限 循环 群 ,或 者 C ,…, G; 为 阶 分 别 等 于 ms , …, m 的 循 
环 群 , Cn,，… ,Gs 为 无 限 循 环 群 旦 ms | ms | … | ro 令 C; 二 之 6 之 ,i 二 2,…， 
k， 则 {6)， b:， “"", | 是 G 的 生成 元 集 ,是 

mi 十 mz 本 十 0 本 十 … 十 0 :bi 一 0， 


再 用 mi 的 最 小 性 ,类 似 上 面 可 证 明 mi 1m ,这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 证 毕 . 

定理 10-1 告诉 我 们 ,一 个 有 限 生 成 Abel 群 可 以 分 解 成 有 限 个 循环 群 的 直 
和 ,其 中 一 部 分 可 能 是 无 限 循环 群 , 另 一 部 分 是 有 限 循环 群 ( 也 可 能 只 有 两 者 之 
一 ). 现在 我 们 要 解决 这 样 的 问题 ;对 任意 一 个 有 限 生成 Abel 群 ,上 述 分 解 是 否 
唯一 ?更 精确 地 说 ,被 分 解 的 无 限 循环 群 的 个 数 是 否 相 等 ? 有 限 循环 群 的 个 数 
及 阶 是 否 相 同 ? 我 们 现在 来 解决 这 个 问题 . 

引 理 10-1 设 A, B 是 两 个 同 构 的 Abel 群 (运算 为 加 法 ) 且 A 一 H 吕 
<a>,B= 开 四 <8>,， 其 中 <a> 及 <<5> 均 为 无 限 循环 群 , 则 互 空 天， 

证 明 设 A 一 B 的 同 构 映射 为 f, 记 f(H) = 再 ,ja) 一 a, 则 了 = 已 
人 二 ai > , 只 需 证 明 于 筷 KK 即 可 ,因此 不 失 一 般 性 ,可 设 HO<a>>=K 人 名 
二 5b 汪 ,要 证 HK. 

因为 B 是 加 法 群 , 故 昌 十 K= {1h+k|1hE HH,kE€ Ki 是 B 的 子 群 , 且 由 
第 二 同 构 定理 ,有 | 

K/KNHEOK+H/HCB/H 2<a>. 


注意 到 过 a 之 是 循环 群 , 故 K/K 作 或 为 单个 元 素 组 成 的 平凡 群 ,或 者 是 无 限 
循环 群 . 同 理 HAKNH 或 是 平凡 群 或 是 无 限 循环 群 . 我们 分 两 种 情形 来 讨论 : 

(1) 若 KAKNH 及 H/HNK 缘 为 平凡 群 , 则 天 三 天 站 五 = 五, 引 理 
得 证 ， 

(2) 若 KAKNH 是 无 限 循环 群 , 则 存在 x € K, 使 

K/KNMN H=<i>, 

此 时 可 证 天 王 生 * > 四 (区 站 五). 首先 取 xE<u>>N 站 (KN H), 则 z= mu 
EKNMH,mz=0, 但 云 的 周期 无 限 , 故 m = 二 0, 因此 < 二 uN\(K 由 H) = 
10}. 又 设 TE K, 则 FE€ K/K 败 H=<z>, 可 设 == mz, 故 存在 v€ K 
门 旦 ,使 x 二 mu 十 v, 因此 开 王 < 才 2> 十 (开门 互 ) ,这 就 证 明了 天 = 二 ”> 由 
(K 门 晶 ). 这 样 ， 


B= K@<6b>= (KN H)@B<u>B<L>= HO<a>, 
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即 有 
B/K 站 HEO<u>B<b>2H/KNHO<a>. 


若 BA 开门 互 = 10 , 则 < 天 a>=<x>> 四 < > ， 这 是 不 可 能 的 .事实 上 ,这 时 

将 有 zx = ma,5b= na, 因此 nw = 二 mb E<vx>n < 二 >=0, 但 x 与 2 周期 都 

是 无 限 的 ,引出 矛盾 .因此 BGA 天 站 五 不 可 能 是 平凡 群 ,因而 只 能 也 是 无 限 循环 

群 .于 是 可 设 H/AK 门 昌 = 二名 之 , 同 前 面 一 样 可 得 : 
H=<w>@(KNMAH). 


作 K 一 日 的 映射: re 十 y 一 ww 十 y, 其 中 y EK 站 且 , 则 不 难 验证 这 是 个 同 
构 映 射 , 即 K 2 H. 证 毕 . 
定理 10-2 设 G 是 一 个 有 限 生成 Abel 群 , 且 G 有 两 个 分 解 : 


G=C@…OC®Cn DBD“DC 
. 一 站 四 … 申 局 申 D OD,, 
其 中 Ci 9 C, 是 有 限 循环 群 ， | (Ci | 一 mili = 1, ,7) 且 mi | ns | 四 | 7ir ， 
Cn, 机 Cx 是 无 限 循环 群 ,又 Di ， “""y D, 是 有 限 循 环 群 ， | D; |= ni(i 一 1, 
”9 t)， Hn | 12 | 六 抽 | 7 9 Din， ”3 D, 是 无 限 循环 群 , 则 r = t, k 一 3， Fi 一 
m(i= 1,.,7). 
证 明 由 引 理 10-1 知 G 的 两 种 分 解 中 无 限 循环 群 的 个 数 必须 相等 , 且 
COB"*BCAD0.…OD.. (3) 


注意 到 上 式 左 边 周 期 最 大 的 元 素 为 C; 的 生成 元 ,其 周期 等 于 mr ,右边 元 的 最 大 
周期 为 nn, 故 m, = n.. 在 (3) 式 两 边 同 乘 以 mi, 则 由 于 mi | mi(i 二 1， …， 
r 一 1), (3) 式 的 左边 只 剩 下 了 mG. 而 |DIF= 1C 1, 即 和 or 一 和 故 
| miC; | 二 | myD, 1, 因此 (3) 式 右边 诸 Di 满足 mm 一 Di = 0(i 二 1,…， 
t 一 1), 特别 有 mm._1D, 1 二 0, 这 表明 mw | mi. 对 称 地 有 m1 | ni 故 m-: 一 
nm. 不断 重复 上 述 论证 便 可 得 + 二 1, rm; 二 nu(i 二 1，…, 7). 证 毕 . 

定义 10-1 - 设 G 是 有 限 生成 Abel 群 , 若 G 可 以 有 如 定理 10-1 之 分 解 , 则 
称 无 限 循环 群 的 个 数 & 一 j 为 G 的 秩 , 称 mw ，mz ,，… ,mj( 适 合 mi | mz1…|m) 
为 G 的 不 变 因 子 组 . | 

由 定理 10-2 知道 G 的 秩 及 不 变 因子 组 不 随 分 解 式 的 不 同 而 改变 ,因此 它 
是 G 的 不 变量 .反之 ,显然 给 定 秩 数 及 数组 ma ,ma , …， ?0 且 milmz1…|m; , 则 
唯一 确定 了 一 个 有 限 生 成 Abel 群 . | 

定义 10-2 车 G 是 有 限 生成 Abel 群 , 且 G 可 以 分 解 成 无 限 循环 群 的 直 和 ， 


则 称 G 是 有 限 生 成 的 自由 Abel 群 .. 
定理 10-3 ” 任 一 有 限 生 成 Abel 群 都 是 某 个 有 限 生 成 自由 Abel 群 的 同 
证 明 显然 任 一 循环 群 都 是 某 个 无 限 循环 群 的 同 态 像 . 若 G = Ci 四 … 由 
C 是 一 个 有 限 生成 Abel 群 且 每 个 C; 为 循环 群 , 则 存在 F -> Ci 的 同 态 六 使 
一 Im f;, 这 里 F 是 无 限 循环 群 . 作 书 由 … 四 及 一 C BODG 的 映射 了 : 
fxr, 7 x1) = f(z) + f(x), 
则 不 难 验证 上 是 一 个 群 同 态 且 Im f = G. 证 毕 . 
下 面 我 们 来 更 仔细 地 研究 有 限 Abel 群 的 结构 . | 
引 理 10-2 设 G 是 有 限 Abel 群 且 1G1= ps pe …p” ,其 中 p; 是 互 不 相同 
的 素数 ,e :是 自然 数 ， 则 


G= PQ@P,®:…®P,, 
其 中 P; 是 G 的 prSylow 子 群 , | P; |= pt (i 二 1,…,7). 
证 明 因为 
Pi 站 (P: 十 P; 十 … 十 P.) = {0}, 
P: 门 (P; 十 … 十 P.) = {0}, 


故 Pi 十 Ps 十 … 十 P, 为 直 和 . 又 由 于 1G1=|1 P, || Ps|…|P,|, 故 
G=P@PD…®P.,. 

设 # 是 一 个 自然 数 , 称 数组 (ei ,ez ，…， ex) 是 nn 的 分 划 , 若 1 坟 @ 才 @ 声 … 
之 ei 且 eil 十 ey 十 … 十 el 二. 

引 理 10-3 设 记 是 一 个 素数 ,e 是 一 个 自然 数 , 则 在 阶 为 p* 的 Abel 群 同 构 
类 集 与 。 的 分 划 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ,因此 互 不 同 构 的 阶 为 如 的 Abel 群 
共有 P(e) 个 ,这 里 P(e) 表 示 。 的 所 有 可 能 的 分 划 数 . 

证 明 若 G 是 一 个 p' 阶 Abel 群 , 则 由 定理 10-1 知道 G 可 分 解 为 C, 四 C， 
四 … 四 Gi 且 |C|= fr, 6 攻 @ 世 … 世 6 2e 一 e, 且 从 定理 10-2 知道 
同 构 的 pr 阶 Abel 群 均 可 得 到 e 的 相同 的 分 划 (e ,es ,…, es). 反 过 来 给 定 。 的 


一 个 分 划 (e， EC2 ，” ex ) , 群 Zp 中 Zn 申 2 由 Zp 就 是 一 个 p° 阶 Abel 群 . 
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定理 10-4 设 n== pfi pr…pr ,其 中 ;是 互 不 相同 的 素数 ,f; 是 自然 数 ， 
则 互 不 同 构 的 nn 阶 .Abel 群 的 个 数 等 于 P(f1)P(f;) .…P(f,), 其 中 P(f;) 表 
示 fi 的 分 划 数 (i 二 1, 2,… 7) 

证 明 由 引 理 10-2 可 知 任 一 .n 阶 Abel 群 G 均 可 分 解 为 

G= P 四 P 四 … 和 PP， 

其 中 P; 为 G 的 prSylow 子 群 , | P,|= pf:. 而 由 引 理 10-3, 阶 为 pfi 的 Abel 群 
同 构 类 数 等 于 P(f;) ,由 此 即 得 结论 . 证 毕 . 

读者 可 能 已 经 发 现 ,通过 引 理 10-2 及 引 理 10-3 所 做 的 分 解 与 定理 10-1 中 
所 做 的 分 解 不 一 样 . 以 12 阶 群 为 例 , 12 = 2:. 3, 因此 由 引 理 10-2 得 到 的 分 解 
有 两 种 同 构 类 : : 
Z; DD 2Z;: © 2Z;, Z, OD 2. 
但 是 2 不 能 整除 3, 4 不 能 整除 3 ,然而 2 田 2Zs 和 26, Zi 四 Zs 和 Ziz ( 见 §2.9 
中 的 例 1), 因 此 上 述 两 类 又 可 写 为 


Z: DB Ze, Zi1, 
这 就 是 定理 10-1 中 所 要 求 的 分 解 ， . 
| 一 般 来 说 , 设 n = pt p82…phr，p: 是 不 同 的 素数 且 e; 之 1, 又 不 妨 假定 
Pi p< pi, 设 ei 的 分 划 为 


en es 人 "Eer (i=1,2,.%,&), 
则 称 
pil, pli, %), pi", 
人 (4) 
ph, pr, ph 


"是 的 一 个 初等 因子 组 ,显然 共有 了 (el)P(e,)…P(6) 个 初等 因子 组 . 又 若 
n= mm2m Em | mz | | mm,, 则 称 (>a ， 7722 ，””， Mt: ) 是 多 的 一 个 不 变 因 子 
组 .我 们 现在 来 证 明 在 ”的 初等 因子 组 与 不 变 因子 组 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 . 

若 给 定 半 的 一 个 初等 因子 组 如 (4) 式 所 示 , 取 (4) 式 中 每 一 行 的 最 语 一 个 数 
作 乘积 得 到 mi ;再 取 每 一 行 的 最 后 第 二 个 数 作 积 得 到 ms (如 这 一 行 已 被 取 尽 就 
不 必 再 取 ) ,于 是 mi |m1 ;再 取 每 一 行 的 最 后 第 三 个 数 作 ms ,如 此 下 去 便 可 得 到 
一 列 数 ml;，… mi， m1, 令 tn; 一 mm 人 即 得 n 的 一 个 不 变 因 子 组 . 反 过 来 车 mi ， 
mz ，…， ms 是 nn 的 一 个 不 变 因子 组 , 作 m; 的 素 因子 分 解 : 


mi 一 pi pez “pit (2 一 1, 2， ”9 ti) ， 


其 中 户 为 互 不 相同 的 素数 , ex 之 0 (这 里 为 了 叙述 方便 ,我 们 允许 ex 一 0 ). 由 
于 mi | min，, 必 有 Ei Sei,ihl, 将 所 有 m;(i = 二 1, …,z) 的 素 因子 按 列 排 列 , 去 掉 
那些 ex = 0 的 项 就 得 到 如 (4) 式 所 示 的 ”的 一 个 初等 因子 组 . 读者 不 难看 出 我 
， 们 得 到 了 的 初等 因子 组 与 不 变 因 子 组 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 

至 此 我 们 看 到 一 个 有 限 Abel 群 可 以 有 两 种 分 解 : 初 等 因子 分 解 与 不 变 因子 
分 解 且 它 们 是 等 价 的 . 

例 1 试 求 16 阶 Abel 群 的 同 构 类 . 

解 ”16 一 2, 因此 共有 P(4) 一 5 个 同 构 类 : 


Z: BDD DL; 
ZO ZL 由 Zi 
Z. 由 Zs; 
ZZ ODL; 
Zise. 
上 述 分 类 既是 初等 因子 分 类 又 是 不 变 因子 分 类 . 
例 2 试 求 36 阶 Abel 群 的 同 构 类 .. 
解 ”36 = 二 2. 3, 故 共 有 了 P(2)P(2) = 4 个 同 构 类 . 


Z: DZ DZ PBZ QZ DD; 
AOVAIOV/A 2 AOVAY 
Z, 由 Zs 2 Zo; 
VIOV ANOVA 2 AIOVAE 
上 面 左 方 是 初等 因子 分 解 , 右 方 是 不 变 因子 分 解 . 
例 3 下 列 Abel 群 不 能 够 再 作 直 和 分 解 : 
(1) 整数 加 群 Z; 
(2) 素数 寡 阶 循环 群 Zy. 
证 明 (1) 据 $2.5 知 ,Z 的 非 零 子 群 具有 mZ 的 形状 . 现 设 nZ, mZ 是 Z 
的 两 个 非 零 子 群 , 则 nmZ 也 是 Z 的 非 零 子 群 且 nmZ 属于 nZ 人 mmZ. 因此 Z 的 . 
任意 两 个 非 零 子 群 之 交 仍 非 零 ,Z 不 可 能 有 直 和 分 解 . 
(2) 由 $2.5 习题 3 知 ,Zrr 的 子 群 成 一 全 序 集 , 即 互相 包含 .因此 任意 两 个 
非 零 子 群 之 交 仍然 非 零 ,也 不 可 能 有 直 和 分 解 . 证 毕 . 
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习 题 


1. 试 求 12 阶 Abel 群 的 同 构 类 . 

2. 试 求 72 阶 Abel 群 的 同 构 类 并 用 两 种 不 同 的 方式 表示 . 

3. 若 |G|= 35, 证 明 :G 必 是 循环 群 . 

4. 证 明 : 若 有 限 Abel 群 的 阶 不 能 被 一 大 于 1 的 平方 数 整除 , 则 这 个 群 必 是 循环 群 . 

5. 设 G= 二 a> Xx 二 b>, o(a) = 8, 0(b) = 4, 令 c= ab, d=.a‘b, 证 明 : 
G=<c>X<d>. 

6. 证 明 : 对 于 有 限 Abel 群 G,Lagrange 定理 之 道 成 立 , 即 若是 |G| 的 因子 , 则 G 必 有 一 
个 & 阶 子 群 . 

7. 证 明 : 在 有 限 Abel 群 中 ,元 素 的 最 大 周期 等 于 不 变 因子 中 的 最 大 值 且 该 群 中 任 一 元 
素 的 周期 都 是 最 大 周期 的 因子 . 

8. 求证 : Aut Zz 和 ZB ZOZ. 

9. 试 求 : Aut Zi. 

10. 设 G 是 一 个 Abel 群 ,G 中 周期 有 限 的 元 素 称 为 挠 元 素 ,周期 无 限 的 元 素 称 为 无 挠 元 
素 .证 明 :G 中 挠 元 素 全 体 组 成 G 的 一 个 子 群 且 G 关于 这 个 子 群 的 商 群 必 是 无 挠 Abel 群 
( 注 :G 的 挠 元 素 组 成 的 子 群 称 为 G 的 挠 子 群 ). 


定义 11-1 设 群 G 有 下 列子 群 序列 : | 
le} =G。 dG.dG.d:4dG;14dG,= 6G, (1) 


其 中 G; 是 Gi 的 正规 子 群 . 称 上 述 群 列 为 G 的 一 个 正规 群 列 . 商 群 G1/Go， 
Gz/G1，…，G:/Gm 称 为 该 正规 群 列 的 商 因 子 . 

注 ”由 于 正规 子 群 没有 传递 性 ,G; 未 必 是 G 的 正规 子 群 (i = 1，…， 
7 一 2), 即 我 们 只 要 求 G; 是 Gin 的 正规 子 群 而 并 不 要 求 G; 是 Ga 的 正规 子 群 ， 
更 不 要 求 所 有 的 G; 是 G 的 正规 子 群 . 

我 们 称 G 的 一 个 正规 子 群 互 是 极 大 正规 子 群 ,如 果 不 存在 G 的 包含 肌 又 
不 等 于 互 的 真正 规 子 群 . 换 句 话说 , 若 HSCK,K4G 且 K 关 昌 , 则 K=G. 若 
了 是 G 的 极 大 正规 子 群 , 则 GAH 必 是 单 群 . 事实 上 , 设 是 G 一 GA/H 的 自然 同 
态 ,车 G/H 不 是 单 群 , 则 有 一 个 非 平凡 的 正规 子 群 K, 于 是 !'(K) 是 G 的 包含 
HH 的 正规 子 群 ( 见 § 2.4 的 对 应 定理 ), 且 祝 (K) 关 理 , 让 (K) 关 G, 这 与 有 是 
极 大 正规 子 群 矛盾 . 反 过 来 也 不 难看 出 如 果 G 关于 它 的 正规 子 群 五 的 商 群 
G/ 昌 是 单 群 , 则 五 必 是 G 的 极 大 正规 子 群 . 


定义 11-2 设 G 有 一 个 正规 群 列 : 
{el =G, dG dG.d:…4dG,14G;= C， 
其 中 G; 是 Gi 的 极 大 正规 子 群 (i = 0.1, …, 7 一 1 ), 或 者 等 价 地 说 该 群 列 的 
商 因 子 GJ/Go ,Gz/Gi ,，…, G,./G,-! 都 是 单 群 , 则 称 这 个 群 列 为 G 的 一 个 合成 
群 列 . 
显然 任 一 有 限 群 G 总 有 合成 群 列 , 但 是 需要 注意 的 是 合成 群 列 并 不 唯一 . 
例 1 G= 2 名 2Z:,G 有 3 个 合成 群 列 : 
{014 =<(1,0)> 46, 
{014 < (0,1)> 46, 
1014 =(1,1)>46G. 

一 个 群 虽然 可 以 有 不 同 的 合成 群 列 ,但 是 这 些 不 同 的 合成 群 列 之 间 有 一 定 
的 关系 ,这 就 是 下 列 著名 的 Jordan-H6lder 定理 . 

定理 11-1(Jordan-Holder 定理 ) 设 G 是 一 个 有 限 群 ,下 面 两 个 群 列 都 是 C 

9 合成 群 列 ; 
{fe} 一 CdGdG ddG 一 C， (2) 
{el =H。 4H1dH.d:…4H,=6G, (3) 
则 7 = s 且 存 在 (1, 2, …, r) 上 的 一 个 置换 o, 使 
Gi/Gi 1 GB Hy/ He. 

证 明 对 G 的 阶 用 数学 归纳 法 . | G |== 1 时 显然 , 设 对 阶 小 于 |1G| 的 群 结论 
成 立 . 现 设 有 G 的 两 个 合成 群 列 如 (2) 式 (3) 式 所 示 . 若 G- = HH,i, 根据 归纳 
假设 ,由 于 | G | 过 |1G1, G.--: 的 两 个 合成 群 列 适合 所 需 性 质 , 故 结论 显然 对 人 
也 成 立 . 

现 设 G，_; 天 H,. 令 K = G, NN H, 19 由 第 二 同 构 定 理 , 有 

G1H,i/H,-: LG /K, (4) 
但 是 G-: 互 ,-: 是 真 包含 H,_i 的 G 的 正规 子 群 ,由 昌 , 1 是 G 的 极 大 正规 子 群 知 
Gi H, 一 G. 故 (4) 式 左边 为 G/H,. 3 这 是 一 个 单 群 . 由 此 知 Gi/K 也 是 单 


群 , 即 K 是 G,_ 的 极 大 正规 子 群 . 同 理 K 也 是 电 ,_ 的 极 大 正规 子 群 . 设 KK 的 合 
成 群 列 为 


{fe} = K,AK1d Kd.…4dK,=K, 
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我 们 又 得 到 了 G 的 两 个 合成 群 列 : 
{fe} = Ko Kd K.d…dK,.dG 14G, (5) 
tel = Ko A Ki1d Kd:… 4 K.dH. 4G. (6) 


比较 (2) 式 (3) 式 (5) 式 (6) 式 分 别 所 示 的 4 个 群 列 ,在 (2) 式 与 (5) 式 中 G-， 
一 G1, 因此 由 上 面 可 知 (2) 式 与 (5) 式 的 长 度 相等 ( 即 出 现 的 正规 子 群 数 相 
等 ). 同 理 (3) 式 与 (6) 式 的 长 度 相等 . 又 (5) 式 与 (6) 式 长 度 相等 , 故 * 王 ~. 又 存在 
一 个 置换 使 (2) 式 (5) 式 所 示 的 群 列 的 商 因子 适合 
Gi/Gi-! 哇 Ko/ Ku- (i 一 1， 2，…， 7). 
同样 ,存在 一 个 置换 = 使 (6) 式 (3) 式 所 示 的 群 列 的 商 因 子 适 合 
K;/Ki 2 Hr/ Hi 1, 
而 
G/G, 1 一 G1 H, 1/G, i 旦 H,/K 一 五 -7 天， 
LGAH = G/H, = GEHXEB 2 GlK, 
于 是 存在 置换 ,使 
G/Gi Hoy/Hoy (i=1,2,.,7), 
这 就 证 明了 结论 .证 毕 . 
Jordan-Halder 定理 可 以 推广 到 无 限 群 的 情形 ,这 时 只 需 假定 G 有 一 个 合 
成 群 列 即 可 ,但 证 明 略 为 复杂 一 些 . 读者 可 参阅 N. Jacobson 著 的 《抽象 代数 学 》 
第 一 卷 ( 有 中 文 译 本 ). 
定义 11-3， 设 群 G 有 一 个 正规 群 列 : 
{el =Go dG dG.d:…4dG,= 0G, 


其 商 因 子 Gi/Gi (i 二 1, 2,…,7) 皆 为 Abel 群 , 则 称 G 为 可 解 群 . 若 G 没有 这 
样 的 正规 群 列 , 则 称 之 为 不 可 解 群 

Abel 群 当然 是 可 解 群 .次 对 称 群 当 ” 过 4 时 均 为 可 解 群 . 事实 上 ,只 需 证 
明 S, ，S, 是 可 解 群 即 可 . 对 S;，|ej 4 A, 4 Ss 是 一 个 正规 群 列 且 其 商 因子 都 是 
Abel 群 . S, 有 下 列 正规 群 列 : |e} 4 开 4A,4S,, 其 中 天 是 Klein 四 元 群 ,由 于 
1SyA, 1=2,14vK1I= 3, S,/A 及 As/K 都 是 Abel 群 ,于 是 S, 也 是 可 解 群 . 

例 2 素数 短 阶 群 必 是 可 解 群 . 

证 明 设 G 是 p" 阶 (n>1) 群 , 则 G 有 非 平凡 中 心 C. 车 C 关 G, 令 C= 
C, G/Ci 又 是 素数 军阶 群 . 设 G/C 的 中 心 为 Cz/Ci ,其 中 C4G. 若 G 关 Cz, 则 


G/Cs 又 有 非 平 凡 中 心 Cs《Caz. 如 此 不 断 做 下 去 即 得 一 正规 群 列 : 
{fe} dC.4C.4 “C= C， 


每 个 CaxC; 都 是 Abel 群 , 故 G 是 可 解 群 .证 毕 . 
设 G 是 一 群 ,我 们 用 G' 记 G 的 换 位 子 子 群 .由 $ 2.3 知 G'4G. 现 定义 G' = 
(G),， …， GW = (GD?)', 称 G% 为 G 的 次 导 群 ,我 们 有 下 列 命题 . 
命题 11-1 群 G 是 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 存在 某 个 自然 数 &, 使 
GO = fe). 
证 明 车 G* = ie}, 则 我 们 有 正规 群 列 : 
{le} = Go4G4e qd .dG dG, 


且 每 个 G*/G 0 都 是 Abel 群 , 故 G 为 可 解 群 . 
反之 若 G 可 解 ,我 们 有 下 列 正规 群 列 : 


{el 一 CdGcdG 4…qdC: 一 C， 
使 G/G,_: 都 是 Abel 群 .由 8 2.3 中 的 例 9 知 G; SG- ,因此 
G' =G' SG， 1， GCG, 2 "°° 


不 难 推 得 G = {el. 证 毕 . | 

定理 11-2 可 解 群 的 子 群 与 同 态 像 仍 是 可 解 群 . 若 K 是 群 G 的 正规 子 群 
且 K 及 G/K 均 是 可 解 群 , 则 G 也 是 可 解 群 . 

证 明 设 G 是 可 解 群 且 玉 是 其 子 群 ,由 玉 和 之 G 可 得 理 ?” 志 G" ,因此 若 
GO 二 fe] , 则 五 = {ej, 由 上 述 命题 知 五 是 可 解 群 .又 设 了 是 群 G 到 K 上 的 
同 态 ,不 难看 出 f(G') = K’, 因此 f(G%) 一 Km. 但 G* 一 {ej, 故 K% 一 |ej， 
即 K 也 是 可 解 群 . 

现 设 K4G,K 及 G/K 均 为 可 解 群 .由 上 述 命题 可 知 存 在 m, n, 分 别 使 
(GA/K)™ 一 ej}, Km = 1e} ,也 就 是 GO CK, Km 一 | el. 显然 Go” 一 {el， 
G 是 可 解 群 . 证 毕 . 

定理 11-3 当 n 之 5 时 ,S, 是 不 可 解 群 . 

证 明 若 S, 是 可 解 群 , 则 它 的 子 群 A. 也 应 可 解 .但 是 当 #” 之 5 时,A, 是 单 
群 且 A, 不 是 Abel 群 , 故 A, 不 是 可 解 群 ,引出 矛盾 . 证 毕 . 

可 解 群 的 名 字 与 一 元 n 次 方程 的 可 解 性 有 关 . 我 们 将 在 Galois 理论 中 看 到 
正 因为 x 之 5 时 S, 是 不 可 解 群 , 故 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 没有 求 根 公式 . 

利用 Jordan-Hélder 定理 ,我 们 还 可 导出 有 限 群 为 可 解 群 的 判别 定理 

定理 11-4 设 G 是 一 个 有 限 群 , 则 G 是 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 G 有 一 


» 
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个 合成 群 列 
Ie} = G,dGi14G14.…4G,=6, 


其 商 因 子 G;/Gi_1(i = 1, 2,… ,7?) 皆 为 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 G 是 可 解 群 , 则 它 的 任意 一 个 合成 群 列 的 商 因 子 必 是 Abel 群 旦 
为 单 群 , 从 而 必 是 素数 阶 循环 群 . 反 过 来 若 G 有 一 个 合成 群 列 其 商 因 子 为 素数 
阶 循环 群 , 则 G 显然 是 可 解 群 . 证 毕 . , 

可 解 群 有 一 个 重要 的 子 类 , 那 就 是 所 谓 的 才 零 群 . 

为 了 定义 什么 叫 宕 零 群 ,我 们 首先 定义 一 个 群 的 次 中 心 . 设 G 是 一 个 群 ， 
C 是 它 的 中 心 . 令 CO 一 C， 作 G/CC ,其 中 心 可 写 为 Cs/Ci 3 CO 本 C: 本 GHC, 唯 
一 确定 (由 § 2.4 中 的 对 应 定理 ). 又 可 作 G/Cz 得 Cs, C4 C: 4 C， 2 
的 n 次 中 心 为 C。, Cs/C 为 GA/Cs 的 中 心 且 C dd C;, 于 是 我 们 得 到 一 
的 正规 群 列 : 

le] = C4C4Cd.4C,4.…. 
该 群 列 称 为 G 的 上 中 心 列 . 

定义 11-4 车 群 G 的 n 次 中 心 C， = G, 则 G 称 为 塞 零 群 .使 C, = G 的 最 
小 的 n 称 为 G 的 宕 指数 . 

显然 任 一 一 有 限 Abel 群 都 是 宕 堆 群 ,又 显然 天 稚 群 都 是 可 解 群 

例 3 素数 寡 阶 群 都 是 者 零 群 . 

这 从 例 2 的 证 明 中 即 可 看 出 . 

下 面 我 们 证 明 一 个 军 零 群 的 判定 定理 作为 本 节 的 结束 . 

定理 11-$ 群 G 是 客 零 群 的 充分 必要 条 件 是 G 有 一 个 正规 群 列 : 

{fe} =G, dGdG:d:…4G,= 6G, 


使 Gi/Gis CC(G/Gi1), i 二 1,， 2， "> ?> 其 中 C(G/G;1 ) 表示 CC 的 中 心 ， 
这 里 要 求 每 个 G;4G. 
证 明 若 G 是 寡 零 群 且 ”是 其 袁 零 指数 , 则 

{fe}=CA4CdCd…4C,=G, (7) 

就 是 符合 要 求 的 正规 群 列 . 反 过 来 车 G 有 一 个 正规 群 列 (7) 式 适合 所 述 条 件 , 则 

GC C(G) = CO. 又 G2s/G! C C(G/G: ) ， 因此 对 任意 的 让 E Cs ， yE C， 

zyZ ECGESCCG)， 于 是 G: 三 C:， 不 断 重 复 上 述 论证 得 GEC,,G= 

G, 性 C,, 即 G = C,, G 是 宕 零 群 .证 毕 . 


司 题 


1. 证 明 : 一 个 Abel 群 有 合成 群 列 的 充 要 条 件 为 它 是 一 个 有 限 群 . 

2. 设 G 是 n 阶 循环 群 , le} = GdGdGd…qdG =G 是 G 的 一 个 合成 群 列 , 令 
| G; |= ni, 证 明 : p; = ni/ni-! 是 素数 . 

3. 写 出 Hamilton 四 元 数 群 的 全 部 合成 群 列 . 

4. 写 出 Zs 的 全 部 合成 群 列 . 

5. 证 明 :S;, Ss 是 可 解 群 但 不 是 蜘 零 群 . 

6. 证 明 : 二 面体 群 D, 是 可 解 群 . 

7. 证 明 : 若 G 是 寡 零 群 , 则 G 的 任 一 子 群 及 任 一 商 群 都 是 寡 零 群 . 

8. 举例 说 明 若 K 是 G 的 正规 子 群 ,K 与 G/K 均 是 寡 零 群 但 G 不 必 是 才 零 群 . 

9. 证 明 : 两 个 寡 零 群 的 直 积 仍 是 知 零 群 . 

10. 设 p,q 是 不 同 的 素数 ,证 明 :p*g 阶 群 必 是 可 解 群 . 


在 这 一 节 里 我 们 将 对 低 阶 有 限 群 进行 一 些 考察 . 对 于 Abel 群 ,用 § 2. 10 中 
的 结果 可 以 非常 容易 地 求 出 某 一 阶 Abel 群 的 所 有 同 构 类 ,因此 我 们 将 把 注意 力 
放 在 非 交 换 群 上 . 由 于 1, 2, 3, 5 阶 群 都 是 循环 群 ,4 阶 群 必 是 交换 群 (p? 阶 群 
必 交 换 , 见 8$2.7 中 的 例 9) ,因此 我 们 从 6 阶 群 开始 . 我们 将 给 出 阶 在 15 以 下 的 
所 有 非 交 换 群 的 同 构 类 . 

在 具体 讨论 低 阶 群 的 同 构 类 之 前 ,我 们 先 介 绍 一 种 群 的 抽象 表示 方法 , 称 为 
生成 元 及 定义 关系 . 事实 上 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 表示 方法 ,比如 我 们 定义 阶 二 
面体 群 D; 为 ; 

Due= Iziyd| e017 = 0 nT,ls 
A 
也 就 是 说 D, 可 由 两 个 元 素 x, y 生成 ,而 zx, y 适合 关系 式 : 
Ey dy = ys, 

对 于 任意 一 个 有 限 群 ,我 们 都 可 以 找到 有 限 个 生成 元 以 及 有 限 个 表示 这 些 
生成 元 之 间 关 系 的 等 式 使 这 个 群 被 这 些 生成 元 及 关系 式 唯 一 确定 下 来 . 这 种 表 
示 方 式 称 为 生成 元 及 定义 关系 表示 . 显而易见 ,这 种 表示 并 不 是 唯一 的 . 通常 我 
们 要 求 表示 越 简单 越 好 , 即 尽 可 能 少 的 生成 元 及 尽 可 能 少 的 关系 式 . 
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例 1 设 互 是 Hamilton 四 元 数 群 , 则 
H =<a, b>,a=e,b=a,b!lab=a’. 
事实 上 ,利用 上 述 关 系 式 通过 简单 的 运算 即 可 知 及 有 8 个 元 ; 
H= {e,a,a’:, a’, b, b, ab, abs}. 
作 瑟 到 Hamilton 四 元 数 群 的 映射 p: 
a>i,b—j, 
即 可 验证 g 是 群 同 构 . 验证 的 细节 留 给 读者 . 
例 2 证 明 下 列 两 个 由 生成 元 及 定义 关系 定义 的 群 代表 了 同一 个 群 : 
G= <a,b,c>,a=b=c =e,ab=ba,ac= cb, bc = cab, 
H= <a,c>,a = ~e, (ac) 一 ee. 
证 明 考虑 G 的 子 群 <a，c>: 
(ac)? = a(ca)(ca)c = abcb bcb tc = abc2b ic 
= ab(c bc) = abab 一 e. | 
另 一 方面 ,在 五 中 令 8 = ciac, 则 ac = cb, 又 由 (ac)? 一 e 可 得 caca = 
alc 一 ac , 故 cliaca 一 cac , 即 ba=cac-. 又 从 (ac) 一 e 得 (ca): = 
ecacac 一 0 一 4->acac 一 ca>ac a= cac>ac ac = cac ab = cac!—> 
ab=ba. Xbc=c ac = cac!, cab=cac ac =e lacnac = cac’ 一 
cac ， 即 pc = cab. 由 此 即 知 结论 成 立 . 证 毕 . 


例 2 中 定义 的 群 实际 上 就 是 A, ,事实 上 通过 初等 的 计算 可 以 证 明 G 只 含有 
如 下 12 个 元 素 : 


le, a, b, ab = ba, cc ac 一 co，ac: 一 cpc，pc， 
bc = ca, ca, cp 一 cacj， 
a (1, 2)(3, 4), 6— (1, 4)(2, 3), c— (1, 2, 3),， 
不 难 验证 p 可 扩张 为 G -> A 的 同 构 . 
一 般 来 说 ,要 判断 两 个 由 生成 元 及 定义 关系 给 出 的 群 是 否 相同 往往 不 是 
容易 的 事 . 给 出 若干 个 生成 元 及 一 组 关系 式 , 要 判断 是 否 存在 一 个 群 适合 这 些 
关系 也 不 是 容易 的 事 ,这 方面 的 问题 涉及 自由 群 的 理论 ,我 们 不 打算 在 此 作 进 


一 步 的 介绍 . 

现在 转 回来 研究 低 阶 的 非 交换 群 的 结构 ,我们 从 6 开始 .由 于 6 = 二 2. 3, 由 
$2. 8 中 的 例 4 可 知 6 阶 非 交 换 群 最 多 只 有 一 个 . 而 S; 是 6 阶 非 交换 群 , 因 此 6 
阶 非 交换 群 只 有 一 个 即 S;.7 是 素数 ,因此 没有 7 阶 非 交换 群 . 对 8 阶 群 ,我 们 已 
知 有 两 个 非 交 换 群 :Ds 及 Hamilton 四 元 数 群 . 这 两 个 群 是 互 不 同 构 的 . 事实 上 
D4 只 有 一 个 4 阶 子 群 而 Hamilton 四 元 数 群 有 3 个 4 阶 子 群 

定理 12-1 仅 有 两 个 8 阶 非 交 换 群 ;二 面体 群 D, 及 Hamilton 四 元 数 群 . 

证 明 设 G 为 8 阶 群 ,因为 G 非 交换 ,所 以 G 没 有 8 阶 元 .又 G 中 元 也 不 可 
能 都 是 2 阶 元 (e 除外 ) ,否则 G 也 将 是 Abel 群 ,因此 G 必 含 有 一 个 4 阶 元 a， 
<a> 是 G 的 4 阶 子 群 . 设 5 不 属于 <a>, 则 G=<a>U<a>5, 于 是 
5 之 a >. 这 时 有 两 种 可 能 : 8 二 e 或 b* 二 a. 事实 上 若 瑚 一 a 或 至 一 aa ， 
则 o(6) 二 8, 引出 矛盾 .因为 <a> 是 4 阶 子 群 , 故 <a> 是 G 的 正规 子 群 ,从 而 
piapE<a>. 注意 到 ol(b ab)==o(a), 因此 或 者 上 iab = 一 a, 或 者 bab = a 
但 是 太 ag = a 将 导致 ab = ba, 此 时 车 扩 二 a ,从 而 o(5) = 二 4, 则 G 将 是 Abel 
群 .如 六 二 e 则 G=<a><<0> 也 成 为 Abel 群 . 因此 只 有 一 种 可 能 : 
bab 二 a. 与 只 二 e 及 忆 二 a: 两 种 可 能 结合 起 来 ,G 必 适 合 下 列 两 组 关 
系 式 之 一 : 

(l)a=b=e,blab = a’:; 

(2)a:=e,b:=a’,bab = ai. 
注意 到 例 1, (2) 中 定义 的 就 是 Hamilton 四 元 数 群 . 将 (1) 中 第 二 个 等 式 改 为 
ap 一 ab 二 a 1b, 显然 它 就 是 .证 毕 

因为 9 是 素数 3 的 平方 , 故 9 阶 群 必 是 交换 群 . 注意 到 10 = 2 . 5, 它 是 一 个 
pg 型 群 .由 $ 2.8 中 的 例 4 可知 只 有 一 种 非 交 换 群 即 D;. 11 阶 群 是 循环 群 . 对 
12 阶 非 交 换 群 ,我 们 已 经 知道 的 有 两 个 :De 及 Ai. 事实 上 除 此 之 外 还 有 一 个 . 

定理 12-2 共有 3 个 非 交 换 12 阶 群 的 间 构 类 . 

证 明 设 G 是 12 阶 非 交换 群 .我 们 先 估计 出 G 的 Sylow 子 群 数 . 3-Sylow 
子 群 可 能 有 1 个 或 4 个 ,2-Sylow 子 群 可 能 有 1 个 或 3 个 . 若 G 有 4 个 3-Sylow 
子 群 , 则 G 有 8 个 3 阶 元 ,这 时 G 不 可 能 有 3 个 2-Sylow 子 群 .又 若 G 的 2- 
Sylow 子 群 及 3-Sylow 子 群 都 只 有 一 个 ,分 别 记 为 A, B, 则 A 门 B= {el,G= 
AB , 而 A, B 都 是 交换 群 ,从 而 导致 G 也 是 交换 群 . 总 之 ,G 的 Sylow 子 群 的 个 
数 只 可 能 有 两 种 情形 : 

(1)G 有 1 个 2-Sylow 子 群 ,4 个 3-Sylow 子 群 ; 

(2) G 有 3 个 2-Sylow 子 群 ,1 个 3-Sylow 子 群 . 
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先 来 讨论 (1). 设 互 是 G 的 唯一 的 2-Sylow 子 群 , | 五 |=4, 玫 是 G 的 某 一 
个 3-Sylow 子 群 ,| 天 |= 3. 注意 4 阶 群 只 有 两 种 :4 阶 循环 群 或 Klein 四 元 群 . 
我 们 将 分 别 予 以 讨论 . 1 

者 瓦 是 循环 群 , 下 = |e, a, a?,a!, 设 K= |e, 5, 如 | ,这 时 及 是 G 的 正 
规 子 群 (因为 它 是 唯一 的 2-Sylow 子 群 ) ,因此 ab € H. 若 矿 ab == a 则 将 导 
致 a6 = ba. 而 显然 有 G= HK ,这样 G 将 是 交换 群 . 若 6ab 二 =a, 则 (5 'ab)? 
一 a = e 但 是 b7!ab 与 4 应 有 相同 的 周期 ,又 产生 了 矛盾 . 最 后 若 5'ab 一 a 
=a!, 则 ab = baT, (ab)’ = ba ab =6, (ab)’ =ab.b =a.9 (ab)’ 
二 bab 一 下 ba 二 bia 二 a1, 这样 将 导致 a = a ,a 是 周期 为 2 的 元 ,又 是 
一 个 矛盾 , 这 说 明 亲 不 可 能 是 下 
现 设 晶 = |e, a, 6b, ab| ,其 中 a 二 二 e,ab 二 ba, KK 二 1e,c,c|, 如 
上 , G 二 HK,G 可 由 a, b,c 3 个 元 生成 .又 有 HHA4G, 故 clac € HH. 若 ciac 一 a， 
则 ac=ca. 又 cibc EE 昌 ,车 cibc = 二 6, 则 cb == be, G 将 是 交换 群 . 若 cbc = 
ab, 则 ciabc 二 6b. 又 由 cibec =ab 得 5 = cabc"', 即 ciabc = cabc™!, 利用 
ac 二 ca 消去 a 得 c bc = cbc ,或 cb 二 bec, 即 有 cb5== bc ,上 故 bc = cb， 
G 又 将 成 交换 群 . 由 此 可 见 ciac = a 不 可 能 ,于 是 剩 下 两 种 可 能 性 : c ac = 二 6 
或 c lac = ab. | 

设 cliac ==b, 即 ac = 二 cb. 此 时 车 cibe = 二 a 则 a = cbc 1,- 邦 cbc = cbc 1!， 
又 将 得 到 cp = ba = ap ,导致 一 ec 引出 于 丑 ， 故 cbc 一 ap, 即 pc = cab. 这 
时 G 需要 满足 的 关系 式 为 


ac=cb,ab=ba,bc=cab,a =b =c=e, | (1) 


由 例 2 知 G 同 构 于 A,. 
又 若 ciac = 4b, 令 b 二 ab, 则 好 二 e, ab 一 ba. 这 时 用 与 上 面 完全 相 
同 的 论证 得 知 G 必须 适合 下 列 关 系 : 


ac 一 cbi, ab = ha,hc=cabi,a =0 =c=e, (2) 


这 与 (1) 式 代表 了 同一 个 群 . 

再 来 讨论 (2). 设 其 中 一 个 2-Sylow 子 群 为 昌 , 唯 一 的 2-Sylow 子 群 为 K. 
互 也 可 能 有 两 种 情况 :或 是 循环 群 或 是 .Klein 四 元 群 ,我 们 分 开 讨 论 . 

设 百 = |e, a, a’, a;| 是 循环 群 , K = {e, 5b, 下 |, 这 时 也 有 G 二 HK. 由 
于 K 是 正规 子 群 ,aiba € 开 , 若 aipa 一 5 则 将 有 ab = ba,G 是 交换 群 , 故 


只 可 能 opa 一 蔚 或 ba = ab’. 这 时 不 难 算出 
G= le, b, 6, a, ab, ab’:, a’, ab, ab’, a’, aib, asb), 
不 难 验证 G 是 一 个 群 . 用 生成 元 及 定义 关系 来 表示 是 : 
G=<a,b>,a=6b =e, ba = ab’. 

最 后 设 H = le, a, b, ab|， a 二 b? 二 ee, ab = 二 ba, 是 Klein 四 元 群 ,K = 
le, cc 若 ailica = c, 则 ac = ca. 此 时 若 太 :cg ==c, 即 w= bc,G 将 是 交换 
群 ,因此 只 可 能 六 c = 二 c 或 cb = be?. 注意 到 ac = 二 ca 且 o(a) = 二 2, o(c) = 3， 
故 olac)= 二 6. 令 y==ac, 则 由 cb = bec? == bc 7! 得 到 bc 二 cb, by 一 pac 一 bca 
一 cpa 二 cab 二 yb. 显然 G 可 由 y 及 6b 生成 ,因此 G 必须 适合 下 列 条 件 : 

G=<b,y>,y = =e,by=y'b, (3) 
不 难看 出 G 同 构 于 也,. 

除了 ao ca = 一 < 外 还 可 能 有 aica == c?*. 这 时 如 果 术 1cb 二 c, 则 将 5 与 a 对 
换 就 又 可 得 到 (3) 式 . 若 太 :cg = 二 性 , 则 abcab = 二 c. 令 d 二 ab, 用 a 代替 (3) 式 推 
导 过 程 中 的 <, 又 可 得 到 相同 的 结果 .无论 哪 种 情形 ,我们 都 得 到 了 Ds. 证 毕 . 

最 后 来 考察 14 阶 与 15 阶 群 (13 阶 群 是 循环 群 ). 由 2.8 中 的 例 4 知道 这 
两 种 群 都 是 pg 型 群 . 由 于 3 不 能 整除 5 一 1 = 4, 15 阶 群 只 有 一 种 , 即 15 阶 循环 
群 . 14 阶 非 交换 群 也 只 有 一 种 , 即 二 面体 群 D;. 

至 此 我 们 已 找到 了 15 阶 及 15 阶 以 下 的 所 有 群 . 我 们 不 打算 对 高 于 15 阶 的 


群 作 进 一 步 的 讨论 . 我 们 在 下 表 中 列 出 了 所 有 30 阶 以 下 的 非 交 换 群 供 读者 
参考 : 


?一 06， 93 ; 
n 二 8， D,,， 
再 (Hamilton 四 元 数 群 ); 
n= 10,， D:;; 
2 一 12， A,， 
D;, 
G=<a,b>,a=6b =e, ba = ab’; 
n= 14， 也? ; 
n= 16， Zr X Di (X 表 示 直 积 ,下 同 ) ， 


Z; X 晶 (H 为 Hamilton 四 元 数 群 )， 
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Ds, 

G=<a,b,c>,a = ee,aba = 6, 

G=<a, b>， a: = 56, (ab)’: 一 e， 

G=<a,b>, a = b=e, aba =b, 
G=<a,b>,a =8 = (ab)’ = (ab)’ =e, 

G 一 <a， b,c>, a =6b =e=1,abc = bca = cab, 
G=<a,b>,a =b = (ab)’; 


n = 18, “ Z, X Ds;, 
. Dp, 
G=<a,b,c>,a=F=0= (ab) = (ab) = (ac)’ 
二 es; | 
1 一 20， Di = ZX D;, 


G=<a,b>, ababa b=b = ee, 
G=<a,6>,0 = = (4b) = e; 

n=2l, GG=<a,b>,a=e,a'ba=b; 

n = 22， Du; | 

n= 24, pA x A,,， 
2Z: X De， 
Z: XD,, | 
ZX 五 ( 互 为 Hamilton 四 元 数 群 )， 
Z4 X 卫 : ， 
Dia， 
S4 ， 
Zi XK (K 是 12 阶 不 同 构 于 A, 及 D。 的 非 交 换 群 )， 
G=<a,b>,a=e, aba = bab, 
G=<a,b>,a=b = (ab) = (a tb): = ee, 
G=<a,b>,a = b= (ab)’, 
G=<a,b>,a = = (ab); 

?一 26， Ds; 

n= 27， G=<a,b>,a = = (ab)’ = (qb)’ = e; 


1. 一 28， D1, 2Z; XD;, 
G=<a,b>,a =b = (ab)’; 
7 一 30， Z: X 卫 , ， 
2 x D:， | 
D1s. 


以 上 凡 空 缺 的 表示 没有 该 阶 的 非 交 换 群 . 
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第 三 章 环 论 


$3.1.1 定义 与 例子 

环 是 又 一 种 重要 的 代数 体系 . 环 中 有 着 两 种 运算 ,加 法 与 乘法 . 它 可 以 看 成 
是 我 们 熟悉 的 整数 、 数 域 上 多 项 式 函 数 等 代数 系统 的 推广 . 环 论 在 现代 数学 理论 
中 起 着 重要 的 作用 . 

定义 1-1 非 空 集合 R 称 为 是 一 个 环 ,如 果 在 R 上 定义 了 两 种 运算 :“ 十 ”与 

" ” 且 适 合 下 列 条 件 : 

(1) (R, 十 ) 是 一 个 加 法 群 ,其 零 元 素 记 为 0; 

(2) 对 任意 的 a, 56, c € R, (a.'b)'c 二 a (2 .c) (结合 律 ); 

(3) 对 任意 的 a, b, < ER， 

(a+b) cc 一 ac 十 Dec， 
c.(a 十 0) 一 ca 二 cp (分 配 律 ). 

对 环 的 乘法 ,“ "通常 省 去 ,如 a 65 直接 写 为 ab. 

如 果 环 R 还 适合 下 列 条 件 , 则 称 R 是 带 恒 等 元 的 环 : 

(4) 存在 R 中 的 元 素 e ,使 对 任意 的 a € R, ea 二 ae 二 a. 

环 R 的 恒 等 元 通常 写 为 1. 

例 1 整数 全 体 Z 在 通常 的 数 的 加 法 与 乘法 下 构成 一 个 环 , 称 为 整数 环 . 零 
元 就 是 数 0, 恒 等 元 就 是 数 1. 

例 2 有 理 数 全 体 Q 在 通常 的 数 的 加 法 与 乘法 下 也 成 一 环 . 实数 全 体 R 及 
复数 全 体 C 在 通常 的 数 的 加 法 与 乘法 下 也 都 成 为 环 . 

例 3 对 模 n 的 整数 加 法 群 Z, ,我 们 也 可 以 定义 它 为 一 个 环 . 加 法 已 有 了 ， 
只 需 定义 乘法 如 下 :有 :7 = 及 ,不 难 验证 Z, 成 为 一 环 , 称 为 模 n 的 整数 环 . 

例 4 偶数 全 体 在 普通 数 的 加 法 与 乘法 下 也 成 为 一 个 环 . 

例 5 ZIV2] = |m 十 nV2 | m,n € Z| 在 普通 数 的 加 法 与 乘法 下 也 构成 一 


个 环 . 

例 6 设 R[x] 是 实数 域 上 的 多 项 式 全 体 , 则 R[x] 在 多 项 式 的 加 法 与 乘法 
下 成 为 一 个 环 . 

例 7 设 卫 是 [0, 1] 上 连续 函数 全 体 , 连 续 函 数 的 和 与 积 仍 是 连续 函数 . 容 
易 验证 了 在 函数 的 加 法 与 乘法 下 也 成 为 一 个 环 . 

例 8 Hamilton 四 元 数 环 日 : 设 甩 是 实数 域 及 上 的 四 维 线性 安 s 间 ,HH= 
fas 十 ai 十 azj 十 as |a ER , 互 的 加 法 就 是 线性 空间 的 向 量 加 法 . 现 来 定义 
互 的 乘法 : 令 


再 利用 分 配 律 扩 张 到 整个 石上 , 即 
(ao 二 arit azj 二 ask) (bo 二 bi 十 baj 十 bsk) 
= (aobo — aibi — azbs — asbs) + (aobi + aibo + azbs — asb2)i 
+ (aobs + asbo + asbi — aibs)j + (aobs + asbo + aibz — azb1) k, 


不 难 验 证 五 是 一 个 环 . 
例 9 设 R 本 身 是 一 个 环 , 现 来 构造 一 个 新 的 环 M,(R) 如 下 : 
称 矩 阵 


Ull dl2 al 
Q21 QQ22 U2 
Unl dn2 a 


(其 中 ays ER) 为 环 R 上 的 n 阶 和 矩阵 , 令 M,(R) 是 环 R 上 的 n 阶 矩 阵 全 体 ,如 同 
在 线性 代数 中 一 样 定义 两 个 矩阵 的 加 法 为 


(as) 二 (bs) = (as 十 bs; )， 
定义 两 个 矩阵 的 乘法 为 
(as ) (bs ) = (cs ) ， 
一 Slabs 9 
则 M,(R) 成 为 一 个 环 , 称 为 环 R 上 的 n 阶 和 矩阵 环 . 如 果 R 有 和 恒 等 元 , 则 矩阵 
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就 是 M.(RR) 的 恒 等 元 ,M.(R) 的 零 元 就 是 零 矩阵 : 

例 10 设 M 是 一 个 加 法 群 ,End M 是 M 的 自 辐 态 金 体 . 现在 我 们 来 定义 
End M 上 的 加 法 和 乘法 . 设 f, g € End M, 定义 f 十 g 是 M 上 的 映射 ,对 任意 
的 zE M， 

(十 g)(z) = f(r)+t+ ga(z). 


不 难 验证 /十 g 仍 是 M 的 自 同 态 . f 和 g 的 积 就 是 它们 作为 映射 的 积 ,显然 也 是 
M 的 自 同 态 . 按照 定义 不 难 证 明 End M 是 一 个 环 , 导 等 映射 就 是 它 的 恒 等 元 . 这 
个 环 称 为 加 法 群 M 的 自 同 态 环 . 


§ 3.1.2 环 的 一 些 简单 性 质 

由 于 (RR, 十 ) 是 一 个 加 法 群 ,因此 加 法 群 的 一 些 性 质 在 环 中 是 保持 的 . 

性 质 1-1 对 ae R, 总 存在 元 素 (一 a) 使 得 a 十 (一 a) = 0. 如 同 加 法 群 ,我 
们 约定 ,n 个 相同 的 元 素 a 相 加 就 记 为 na , 即 na = a 十 a 十 … 十 a, 则 


n(a 二 6) = na 十 nb， 
(nm)a = ma ma, 
(nm)a = n(ma), 
我 们 还 有 等 式 一 (a 十 5b) = 一 a 一 b= 二 (一 4a) 十 (一 6). 
性 质 1-2 下 列 等 式 成 立 : 
(@ 十 Qs 十 … 十 am) (bi 十 Bz 十 … 十 b,) 
一 qb 十 aibz 十 … 十 Qibs 十 azbi 十 azbz 十 … 十 azb， 


十 轩 才 | 十 anbi 十 anps 十 | 十 arp。 


利用 分 配 律 不 难 验证 上 述 性 质 . 


性 质 1-3 a.0=0.a 一 0. : 

这 是 因 a .0 = a(0 十 0) = a .0 十 a…0. 两 边 消去 一 个 a. 0 得 a.0=0， 
同样 0.a = 0. 

性 质 1-4 《一 六 一 一 (ap ). 

这 是 因为 0.5= [a 十 (一 a)]5== ab 十 (一 a)b. 但 0.5==0, 因此 (一 a)b 
二 一 (ab), 一 (ab) 就 写 为 一 ab. 进而 (一 a)( 一 6b) = ab. 

性 质 1-5 如 果 ab = ba, 则 对 任意 的 自然 数 n, (ab)" 一 a"b". 

这 可 用 归纳 法 验证 .但 是 如 果 ab 关 pe, 则 上 式 不 成 立 . 这 时 只 好 一 个 个 乘 
出 来 ,如 (a5)* = abab. 在 ab = ba 时 ,二 项 式 定理 成 立 : 

(a 二 6b)"” 二 "十 Ca”™1ib 十 Cia 十 … 十 加， 
其 中 
i nt! 
C = il(n—i)! 

§ 3.1.3 环 的 各 种 类 型 

1. 交换 环 

设 丸 是 一 个 环 , 如 果 对 尺 中 的 任意 两 个 元 素 "，2 ,它们 的 乘法 可 以 交换 即 ， 
ab 二 ba , 则 称 R 是 一 个 交换 环 . 如 例 1 一 例 7 中 都 是 交换 环 . 若 RR 不 是 一 个 交 
换 环 就 称 为 非 交 换 环 ,比如 例 8、 例 9 中 都 是 韭 交 换 环 ((9) 中 设 n > 1). 

2， 整 环 

如 果 一 个 环 尺 中 有 两 个 元 素 都 不 等 于 零 , 即 a 头 0,5 关 0, 但 若 ab 一 0; 则 
称 a 是 b 的 左 零 因子 ,6b 是 a 的 右 零 因子 ,简称 a 或 5 是 零 因 子 .无 零 因子 的 环 称 
为 整 环 . 整数 环 Z, 多 项 式 环 R[z] 等 都 是 整 环 的 例子 . 但 [0; 1] 上 连续 函数 全 体 
构成 的 环 下 不 是 整 环 , 不 妨 看 这 样 两 个 函数 : 


0， 0<<x< 广 ， 
f(x) 一 ] 1 

7 了 FTEl 

一 z 十 斑 ， 0<z<#， 
g(x) = ] 

0 ， FTEl. 


显然 f(x) 关 0, g(x) 关 .0, 但 是 f(x).: g(x) 二 0. 
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如 果 R 是 一 个 整 环 ,那么 在 R 中 适合 消去 律 , 即 车 有 a6b 二 ac 上 且 a 天 0, 则 
必 有 6。 = c. 这 个 性 质 的 证 明 是 显然 的 . 

3. 除 环 

现 记 R* 二 R\0, 即将 R 去 掉 元 素 0, 又 假定 R 是 带 恒 等 元 的 环 . 设 
a € R' , 这 时 如 果 有 45E RR 使 得 ab 二 1, 则 称 5 是 a 的 右 逆 元 .又 若 有 < 使 
ao 二 1, 则 称 c。 是 a 的 左 逆 元 . 一 般 来 说 有 左 六 元 不 一 定 等 于 有 右 道 元 . 但 如 
果 5b 既 是 a 的 左 逆 元 ,又 是 a 的 右 逆 元 , 则 称 6 是 a 的 逆 元 , 记 为 6 二 am. a 如 
果 有 逆 元 ,用 与 群 论 中 同样 的 方法 可 以 证 明 逆 元 必 唯 一 . 有 遂 元 存在 的 元 素 称 
为 可 逆 元 或 称 是 环 尺 中 的 一 个 单位 . 不 难 验证 R 中 所 有 单位 的 全 体 在 乘法 下 
构成 一 个 群 . 如 果 R* 中 的 任 一 元 素 都 是 可 道 元 , 则 称 R 是 一 个 除 环 . 交换 的 除 
环 称 为 域 , 非 交换 的 除 环 有 时 亦 称 为 斜 域 或 体 . 在 除 环 和 域 中 可 以 进行 四 则 运 
算 : 加 \ 减 .乘除 ,当然 除 时 除 元 不 能 为 0. 有 理 数 环 、 实 数 环 与 复数 环 都 是 域 . 因 
此 常 称 之 为 有 理 数 域 .实数 域 与 复数 域 . 四 元 数 环 日 是 除 环 但 不 是 域 , 因 为 它 的 
乘法 不 可 交换 . 为 了 证 明 互 是 一 个 除 环 ,我 们 只 需 对 任意 的 ao 十 ai 十 azi 十 
ask 天 0 , 求 出 它 的 送 元 就 可 以 了 . 事实 上 ， 由 于 Co，CI，C2， as 不 全 为 0, 因 此 
b 二 对 十 of 十 时 十 相关 0. 不 难 验 证 二 (ao 一 ori 一 5%) 一 ash) 就 是 ao 十 i 十 

Gay -+ask 的 北 元 ， 

现在 再 来 看 一 个 只 含有 有 限 个 元 素 的 域 的 例子 . 设 p 是 一 个 素数 ,我 们 要 
证 明 Z, 是 一 个 域 . 设 E 2 且 k 闫 0, 不 妨 设 1 委 上 << 思 由 于 也是 一 个 素数 ， 
与 p 总 互 素 , 即 存在 整数 ,i, 使 km 十 pt =1, 于 是 Em 十 pt 二 1, 即 k 元 二 1， 
也 就 是 说 天 的 逆 元 是 元 ,因此 2Z， 是 域 . 当 nn 不 是 素数 时 Z, 肯定 不 是 域 , 设 n = 
mms, 则 元 zs 二 元 二 0, 因此 2, 含有 和 零 因子 , 故 不 是 域 .于 是 对 剩余 类 环 Z, 来 
说 , 它 是 域 的 充分 必要 条 件 是 x 是 一 个 素数 . 比如 Za: ,这 是 一 个 “最 小 ”的 域 ,一 
共 只 有 两 个 元 素 0, 1， 2 的 加 法 与 乘法 可 列表 如 下 : 


加 法 


乘法 


$ 3.1.4 从 已 知 环 构造 新 环 
例 11 设 R(i 一 1,2,…,n) 是 环 , R= RiXRX.…xXR, 是 R; 的 积 . 定 
义 尺 上 的 加 法 和 乘法 如 下 : 
(ai ， CQ2， as) 十 (bi, b2， 机 b,) 一 (ai 十 六 ， C2 十 bs， ,an 十 5b,)， 
(a1, Ud2,*"*, an ) ” (bi1, 22 ， 机 b) 一 (aipi ， aazps ， 机 anp，). 
容易 验证 R 是 一 个 环 ， 称 为 环 了 及: ， 下 : ， 机 R, 的 直 积 . R 的 零 元 素 是 (0， 
0，…, 0), 车 每 个 R; 都 有 恒 等 元 , 则 R 也 有 和 恒 等 元 (1, 1,…, 1). 
对 无 限 个 环 ,我 们 也 可 以 类 似 定义 它们 的 直 积 . 设 有 一 族 环 {R。, a € 了 1}, 令 
R = TTIR。 是 这 一 族 环 的 积 集合 . 定义 R 的 加 法 和 乘法 如 下 ; 
(as) 十 (2) = (at6); (ao) (6b) = (ab,), 
则 R 也 成 为 一 个 环 , 称 为 环 族 {R。|} 的 直 积 . 
在 上 述 R 中 取 一 个 子 集 R' 一 {(ao)| 只 有 有 限 个 ao 天 0 同上 一 样 定义 R 
的 加 法 和 乘法 , 则 容易 证 明 R' 是 一 个 环 . 这 个 环 称 为 环 族 iR。} 的 直 和 , 记 为 


旬 R。. 显然 当 环 族 只 含有 有 限 个 环 时 , 直 积 和 直 和 是 一 致 的 . 因此 有 限 直 积 有 时 
也 称 为 直 和 ， 


例 12. 设 尺 是 一 个 含 恒 等 元 的 交换 环 ,z 是 一 个 未 定 元 . R[xz] 是 下 列 多 项 

式 的 集合 : 
Co 十 Qi 六 十 … 十 ao， 
其 中 a; € R, n 可 以 取 一 切 非 负 整 数 . 二 个 多 项 式 we 十 az 十 … 十 anz” 和 b 十 
biz 十 … 十 bmz” 称 为 相等 当 且 仅 当 n = m, a; 一 6b，(i 二 0, 1,…, n). 和 数 域 
上 多 项 式 环 同样 定义 R[x] 上 的 加 法 和 乘法 . 设 
f(x) = a 二 Taz+arrx: 二 二 arrz", g(T) = 二 bo 十 Diz 十 boXT! 十 … 十 Do 
f(z) + g(x) 一 《ao 十 bo) 十 (a 十 61)z 十 (a 十 如)z2 十 …， 
f(x)g(z) 一 co 十 cz 十 cz tt ctr™", 
其 中 
ck 一 Dabj;, k=0,1,., m++n. 


i 二 7 一 
容易 验证 Riz] 是 一 个 环 , 称 为 尺 上 的 多 项 式 环 . 
例 13 设 尺 是 一 个 含 恒 等 元 的 交换 环 ， 
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RI[[z]} = (ai) = 一 (ao 1, az, ""*), a: € RI}. 

定义 R[[z]] 上 的 加 法 和 乘法 如 下 : 

(a;) 十 (6;) 一 (a tb); 

(a;) MM (5;) 一 (ci)， 
其 中 
ch 一 Dj aw;, k=0,1,2,., 
则 易 证 R[[zx]] 是 一 个 环 , 称 为 R 上 的 形式 蜂 级 数 环 . 
例 14 设 R 是 一 个 环 ,在 集合 RR 上 另外 定义 一 个 环 结构 :加 法 仍 利 原来 的 

相同 ,而 乘法 * 为 


axb= ba, 


则 不 难 验证 RR 在 这 样 的 加 法 和 乘法 下 是 一 个 环 , 称 为 原来 环 的 肥 环 . 为 了 和 原 
来 的 环 区 别 开 来 ,通常 记 之 为 R* 或 R”. 


习 题 


1. R 是 一 个 环 , 证 明 : 对 a, b,c ER， 
(1)a(b—c) = ab—ac; 
(2) n(ab) = (na)b = a(nb),n€E LZ. 
2. 证 明 : 任 意 一 个 有 限 整 环 必 是 除 环 . 
3. 证 明 : 带 恒 等 元 整 环 中 没有 除 0 和 1 以 外 的 寡 等 元 , 即 适合 a* = a 的 元 素 . 
4. 证 明 :如 果 1 一 ab 是 环 R 的 可 道 元 , 则 1 一 ba 也 是 可 道 元 . 
5. 设 卫 是 [0, 1] 上 连续 函数 环 ,证 明 :f(z) 是 荆 的 零 因 子 的 充分 必要 条 件 是 f(x) = 0 
的 点 包含 了 [0,，1] 中 的 一 个 开 区 间 ,并 试 求 卫 中 可 逆 元 适合 的 条 件 ， 
6. 设 x 是 环 尺 ( 含 便 等 元 ) 的 一 个 元 素 且 有 右 逆 元 , 则 下 列 命题 等 价 ; 
(1) “有 多 于 一 个 右 逆 元 ; 
(2) zx 不 是 单位 ; 
(3) xz 是 一 个 左 零 因子 . 
“7. Kaplansky 定理 :如果 带 恒 等 元 环 R 的 一 个 元 素 a 有 多 于 一 个 的 右 逆 元 , 则 a 必 有 无 
穷 多 个 右 逆 元 . 
8. 试 求 Z, 中 单位 所 构成 的 群 的 阶 . | 
9. 设 下 是 一 个 域 ,求证 ; A € M,(F) 是 零 因子 的 充 要 条 件 是 A 不 是 一 个 可 逆 元 . 问 : 若 
R 是 一 个 交换 环 , 则 上 述 结论 对 M.(R) 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 
10. 在 四 元 数 环 甩 中 定义 共 轿 如 下 : l 


ao 十 ai 十 az 十 asR 王 ao 一 Qi 一 az 一 8 


证 明 : 对 zx, y € H, Xx 十 y= 二 Xx 十 y, zy 二 yx; 又 二 xz 当 且 仅 当 x E R. 

11. 设 Ho 二 ao 十 Qi 十 azj 十 aak, ai; € Q, 证 明 :H。 在 类 似 互 的 加 法 与 乘法 定义 下 也 
是 一 个 除 环 , 它 称 为 有 理 数 Q 上 的 四 元 数 环 . 

12. 设 尺 是 一 个 含 恒 等 元 的 环 ,ww 是 R 中 的 一 个 可 道 元 ,a 是 R 中 元 素 且 aua = a. 若 a 
是 一 个 左 逆 元 ,求证 :a 是 一 个 可 逆 元 ， 


ON 


$3.2.1 子 环 

定义 2-1 设 R 是 一 个 环 ;S 是 R 的 子 集 ,如 果 S 在 R 的 加 法 与 乘法 下 仍 
是 一 个 环 , 则 称 S 是 R 的 子 环 . 

命题 2-1 如 果 S 是 环 R 的 子 集 , 则 S 是 R 的 子 环 的 充 要 条 件 是 S 中 的 元 
素 在 减法 与 乘法 下 封闭 , 即 对 a, bE€ S, 有 a 一 bE€ S, ab€ 5S. 

证 明 ”只 证 明 充分 性 . 由 减法 封闭 知 S 是 (R, 十 ) 的 加 法 子 群 . 由 于 结合 
分 配 律 在 R 中 成 立 ,因此 也 在 S 中 成 立 , 故 S 是 子 环 . 证 毕 . 

例 1 (1) Z 是 有 理 数 环 Q 的 子 环 ; 

(2) 在 实数 域 多 项 式 环 R[z] 中 , 零 次 多 项 式 全 体 构成 一 个 子 环 ; 

(3) 在 实数 域 上 阶 方 阵 组 成 的 环 M, (R) 中 ,上 三 角 阵 全 体 构成 M,(R) 的 
一 个 子 环 ,同样 下 三 角 阵 全 体 也 是 一 个 子 环 ,对 角 阵 全 体 也 是 一 个 子 环 ; 

(4) 四 元 数 环 五 中 , 形 如 wo 十 wii 的 元 素 全 体 构成 五 的 一 子 环 . 

环 尺 中 任意 个 子 环 的 交 仍 是 尺 的 子 环 ,这 点 用 定义 即 不 难 验证 . 现 来 考虑 
R 中 包含 子 集 S 的 所 有 子 环 的 交 , 它 仍 是 R 包含 S 的 子 环 ,这 是 尺 中 包含 S 的 
最 小 子 环 . 称 之 为 由 S 生成 的 子 环 . 

再 考虑 环 R 中 由 这 样 的 元 素 所 成 的 集合 C 二 [cE R | w = rc 对 一 切 
r € RI, 如 果 c1, cr EC, 则 


(ci —c)r = cr—cr= ri — rn =r(c 0), 
(cica)r = cl(cr) = or) = (cr)e = r(ccs), 


因此 ci 一 c € C, cc € C, 即 C 是 R 的 子 环 . 这 个 子 环 称 为 R 的 中 心 . 若 
C = 二 R, R 就 是 交换 环 . 


$3.2.2 理想 与 商 环 
现在 我 们 来 考虑 一 类 特殊 的 子 环 ,用 它们 可 以 定义 R 中 的 一 类 重要 的 等 价 
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关系 ,这 类 子 环 称 为 理想 . 
定义 2-2 设 I 是 环 R 的 一 个 子 集 ,如 果 I 是 (R, 十 ) 的 一 个 加 法 子 群 且 对 
于 任意 的 rE RR 及 a € 1, 总 有 ar ET 以 及 ra €E , 则 称 1 是 R 的 一 个 理想 或 
称 为 双 侧 理想 . 
现 来 定义 R 中 的 一 个 等 价 关 系 . 设 I 是 R 的 一 个 理想 ,对 R 中 的 元 素 a,。， 
称 a~b 当 上 且 仪 当 a 一 65E€ 1. 由 于 a 一 a 二 0€ 171, 因此 a~a. 又 车 a 一 bE 了 1, 则 
b~a=—(a—b)€l, 因此 从 a~6 可 推出 b~a. 又 若 a~5, b~a, 即 a 一 bE€Il， 
5 一 cE 1, 则 (a 一 5) 十 (6 一 c) E 7 或 a 一 cE 1, 就 是 说 oa~c. 可 见 一 是 及 中 的 
一 个 等 价 关 系 . 记 尺 = R/T, 因为 R 是 加 法 群 ,所 以 R/T 作为 商 群 也 是 一 个 加 法 
群 , 它 的 元 素 可 写成 傍 集 的 形式 ; a = a 十 1, 称 a 是 其 代表 元 . RAI 作为 加 法 群 
的 加 法 运算 为 : (a 十 站 十 (5 十 了 ) = (a 十 b) 十 I 现 要 在 (R/T, 十 ) 上 定义 一 个 乘 
法 结构 使 它 成 为 一 个 环 .定义 (a 十 1) (8 十 了 ) = ab 十 1, 我 们 来 证 明 (RZT, 十 ) 在 
这 样 定 义 的 乘法 下 成 为 一 个 环 . 事实 上 , 若 a 一 a ET 5 一 站 ET 则 
aa 一 ai 十 cb 一 访 十 d, 其 中 deEL 因 此 (ze 二 DG+D =((w 十 c) 十 站 
((51 十 d) 十 了 ==(ai 十 了 ) (61 十 了 ,也 就 是 说 由 (a 十 了 (5 十 1 了) 二 ab 十 I 定义 
的 乘法 确实 是 合理 的 . 再 来 证 明 乘法 结合 律 和 分 配 律 成 立 . 因为 
((c 十 DG 十 D)(c 十 站 
一 (ab + D(ct+D) 一 (ap)c 十 了 一 a(pc) 十 了 
二 (a 十 DD(bc 十 了) = (a 十 D((b 二 DD(c 二 + 了)， 


(a 十 1 了 DD)[(6 十 了) 十 (c 十 了 )] 


(a+D)(b+e+I) =a(bt+e) +I 


ab 十 ac 十 T==.(ab 十 1) 二 (ac 十 了 ) ” 


| 


二 (a 十 D5 十 站 十 (a 十 站 (ce 十 了 DD， 


另 一 分 配 律 同样 可 证 ,因此 R/T 成 一 环 , 称 为 R 关 于 理想 了 的 商 环 . 商 环 在 有 的 
书 中 也 称 为 差 环 , 记 为 R 一 了 I 

例 2 设 工 是 整数 环 , nZ = 10, 土 n, 土 24,…|, 不 难 验证 nZ 构成 乙 的 一 
个 理想 .Z 关于 nZ 的 商 环 Z/nZ 就 是 § 3.1 中 的 剩余 类 环 乙 . 

例 3 设 R 是 一 个 环 ,m 是 一 个 固定 的 自然 数 , 令 Ra 二 la € R|ma = 0}， 
则 车 a,5E R,, 有 ma 一 6) 二 ma 一 mb = 0; 又 若 a € R。,rE€R, 有 m(ra) 
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二 r(ma) = 二 70=0, m(ar) = (ma)r 二 0.r.== 0, 因此 R, 是 R 的 一 个 理想 . 

例 4 任意 一 个 环 至 少 有 两 个 理想 : 一 个 是 101， 称 为 零 理 想 ; 另 一 个 是 尺 自 
身 . 这 两 个 理想 通常 称 为 平凡 理想 . 

如 同 子 环 一 样 ,任意 个 理想 的 交 仍 是 理想 ,这 只 需 按 理想 的 定义 即 可 证 明 . 
由 此 也 有 类 似 的 生成 的 概念 . 设 S 是 R 的 子 集 ,定义 由 S 生成 的 理想 为 R 中 包 
含 集 S 的 所 有 理想 之 交 , 记 之 为 (S)，(S) 是 丸和 包含 S 的 最 小 理想 , 如 果 $ 是 一 
个 有 限 集 ,I 是 S 生成 的 理想 , 则 称 工 是 有 限 生成 的 理想 . 又 若 S 只 含有 一 个 元 
素 s, 则 由 s 生成 的 理想 (s) 称 为 RR 的 主 理想 . 

环 尺 的 两 个 理想 工 与 了 之 间 也 可 以 定义 加 法 工 HT 了 = fae 十 laET， 
bE€ 几 . 容易 验证 I 十 也 是 R 的 理想 且 工 + 了 二 工 U J 不仅 如 此 I 十 本 正好 
是 TU yJ 生成 的 理想 . 事实 上 ,一 方面 ,显然 有 IT 十 J 了 三 (IT U 了), 另 一 方面 ,对 
aeET,pcEJ, 有 a+pcE(TUJ), 因 此 ITJSECTUJD) ,于 是 TI 十 = 人 TU 了 J). 


利用 加 法 的 结合 律 可 以 定义 若干 个 理想 的 和 2 = (Ze | ae 工 }, 它 是 包 


含 所 有 I 的 最 小 理想 . 
理想 之 间 的 另 一 种 运算 是 所 谓 的 乘法 . 定义 理想 工 与 J 了 的 乘法 为 


J = (Db la eT, hed), 


不 难 验证 IJ 也 是 R 的 理想 且 1J 是 由 所 有 形 如 ab(a€ 1, bE J) 的 元 素 所 生成 
的 理想 (注意 : 万 天 lab a: € 1, b: € 0). 

域 只 有 平凡 理想 . 事实 上 , 若 1 关 0 是 域 下 的 理想 , 则 了 至 少 含 有 一 个 非 零 
元 a. 但 a 是 可 道 元 ,因此 o 存在 . 令 r* 是 下 中 任 一 元 素 , 由 理想 之 定义 
(ra-:)aET, 即 rETI, 于 是 TI= 开 .同样 可 证 除 环 也 只 有 平凡 理想 . 但 是 只 有 平 
凡 理 想 的 环 如 果 是 非 交 换 环 则 不 一 定 是 除 环 . 如 果 是 交换 环 且 假定 有 恒 等 元 , 则 
它 必 是 域 . 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 2-1 带 恒 等 元 的 交换 环 R 是 域 的 充分 必要 条 件 是 R 只 有 平凡 理想 . 

证 明 ”只 需 证 充分 性 . 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 且 只 有 平凡 理想 ,a 是 R 
的 非 零 元 , 则 (a) 关 0, 因此 (a) =R, 也 就 是 1E (a). 不 难 验证 , 带 恒 等 元 交换 
环 的 由 a 生成 的 主 理想 中 任 一 元 都 可 写成 ar(r € R) 的 形状 . 因此 存在 5, 使 得 
1 二 ab, 即 a 是 可 北 元 ,于 是 R* 都 是 可 道 元 , 亦 即 R 是 一 个 域 .证 毕 

一 个 非 交 换 环 如 果 只 有 平凡 理想 而 又 不 是 除 环 ,就 称 之 为 单 环 . 设 尺 是 一 
个 除 环 , 则 R 上 的 n 阶 和 矩阵 环 M。(R) 必 是 单 环 . 

定理 2-2 设 尺 是 除 环 , 则 M.(R) 是 单 环 . 

证 明 记 E; 是 一 个 n 阶 和 矩阵 ,在 这 个 矩阵 中 除了 第 (i, 7 元 素 等 于 1 外 其 
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余 皆 为 零 . 于 是 EiEs 一 Cu 9 这 里 当 l=k 时 6 一 ]1; 当 lk 时 pu = 0. 现 
设 1 是 M,(R) 的 一 个 非 零 理想 ,我 们 的 目的 是 要 证 明了 二 M.(R), 为 此 内 要 证 
明 M,(R) 的 单位 元 素 即 单位 矩阵 E 也 属于 了 邑 可 .而 E= En+Bss 十 … 十 En， 
因此 只 需 证 明 每 个 E; € 了 就 可 以 了 . 设 AET 量 A 了 关 0, 又 设 A = (ar )wxr, 假 
定 Gg 尖 0， 则 EAE; 一 awyE,,. 由 于 ai 天 0， 故 存 在 逆 元 aw (因为 R 是 除 环 ). 
设 B=ajiEi, 则 BEnAE; = Ei. 但 1 是 理想 , AET, BEnAE, 一 E ET 这 
就 证 明了 结论 . 证 毕 . | 


§ 3.2.3 左 理想 与 右 理想 

理想 的 概念 还 可 继续 拓 广 . 设 工 是 环 尺 的 子 集 且 是 (KR, 十 ) 的 加 法 子 群 ,如 
果 对 任意 的 a E€ 了 及 r € R,ar ET, 则 称 了 是 R 的 右 理想 . 男 一 方面 ,对 R: 的 加 
法 子 群 ,如 果 对 a EL,rER, 总 有 ra € 1L, 则 称 L 是 R 的 左 理想 . 显然 理想 
必须 同时 是 左 理想 又 是 右 理想 . 左 理想 或 右 理想 都 称 为 单 侧 理 想 . 环 的 单 侧 理想 
也 有 生成 的 概念 . 若 S 是 RR 的 子 集 , 则 称 包含 S 的 所 有 左 理想 之 交 为 S 生成 的 
左 理 想 . 同样 可 定义 S 生成 的 右 理想 . 设 I, 是 两 个 左 理 想 , 则 I 十 J 三 = 
fa 二 ba E€ 1, 65€ | 仍 是 左 理想 ,也 是 包含 1 与 了 的 最 小 左 理想 . 也 可 定义 


DJ = {Babila el,bel]), 
I<% 


1 是 由 形 如 ab(a E 1 5 € 了 ) 的 元 素 生 成 的 左 理想 . 
例 5 设 尺 是 一 个 除 环 ,M,(R) 是 R 上 阶 代 阵 环 , 则 形 和 如 
an a 0 … 0 
?| G 是 固定 的 自然 数 ) 


am ai 0 :… 0 


的 矩阵 全 体 构成 M:(R) 的 左 理想 ; 形 如 
bu bi 六 者 | Dis 

各 ba “如 |(; 是 固定 的 自然 数 ) 

0 0 0 
0 0 oan 0 


的 矩阵 全 体 构成 M,(R) 的 右 理 想 . 
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这 个 例子 表明 一 个 单 环 尽管 没有 非 平 凡 的 理想 ,但 仍 可 以 有 非 平凡 的 单 侧 


习 题 


1. 设 S= lea，a，…， al 是 环 R 中 的 有 限 子 集 , 若 R 是 交换 环 , 则 (S) = 
{Drai+ Dna | Nn:E€EZ,rE R). 如 果 R 还 带 忆 等 元 , 则 


(S) = (Bre iriE€ R). 


2. 设 U 是 R 的 理想 , 令 r(U) = {zx € R| zu 二 0 对 一 切 w EU 成 立 |, 证 明 :r(U) 也 是 
RR 的 理想 . 

3. 设 U 是 R 的 理想 , 令 [R:U]= {zx€E RIrr EU 对 一 切 r € Ri, 则 [R:U] 是 R 的 包 
含 U 的 理想 . 

4. 证 明 ; 理 想 的 乘法 适合 结合 律 : (1 )K = I(JK ), I, 1 ,天 都 是 环 民 的 理想 . 

5. 间 ; 理 想 的 分 配 律 I(J 十 K) = 叮 十 IK 是 否 成 立 ? 

6. 设 工 是 R 的 左 理想 但 不 是 右 理 想 , 问 :能 否 在 (RAL, 十 ) 上 像 本 节 中 对 (RAI, 十 ) 那 
样 定义 乘法 ?为 什么 ? 

7. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 环 , fa ,… , a 是 一 个 有 限 集 , 则 由 这 个 有 限 集 生成 的 尺 的 左 理 


想 等 于 形 如 Prailr E R) 的 元 素 的 集合 . 特别 由 一 个 元 素 a 生成 的 左 理想 为 Ra = | | 


7 € Ri, 如果 民 没有 恒 等 元 ,那么 由 al , as , … ,as 生成 的 左 理想 形状 又 是 怎样 的 昵 ? 

8. 设 尺 是 一 个 带 恒 等 元 的 环 , 若 尺 只 有 0 及 自身 是 左 理想 ,证 明 :R 是 一 个 除 环 . 

9. 环 中 非 零 元 素 a 称 为 塞 零 元 , 若 存 在 某 个 自然 数 n 使 得 a" = 0. 证 明 :Z 中 存在 窒 零 
元 的 充 要 条 件 是 m 可 被 某 个 素数 p 的 平方 加 除 尽 . 

10. 设 下 是 一 个 数 域 ,M,(F) 是 下 上 的 n 阶 和 矩阵 环 , 证 明 ;M,(F) 的 中 心 是 对 角 线 上 元 素 
相同 的 对 角 阵 所 构成 的 子 环 . 

恒 等 元 ? 

12. 设 尺 是 环 ,I 是 R 的 右 理想 (或 左 理想 ). 若 I 含有 一 个 可 道 元 , 则 T= R. 

13. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 , 若 尺 中 所 有 不 可 道 元 素 组 成 一 个 理想 , 则 称 R 是 一 个 局 
部 环 . 求证 :一 个 含 恒 等 元 的 交换 环 是 局 部 环 的 充 要 条 件 是 对 任意 一 个 R 中 元 素 a ,或 者 a 是 
可 道 元 或 者 1 一 a 是 可 道 元 . 

14. 设 尺 是 交换 环 ,R 中 元 素 e 适合 e: = e (这 样 的 元 素 称 为 蜘 等 元 ), 则 eR 是 R 的 理想 
子 环 且 。 是 eR 的 村 等 元 . 又 1 一 e 也 是 R 的 窜 等 元 且 (1 一 e)R 也 是 R 的 理想 . 求证 : eR 十 
(1 一 e)R = R, eR 门 (1 一 e)R = 0 (这 时 称 尺 是 理想 eR 和 (1 一 e)R 的 直 和 , 记 为 R= eR 人 @ 
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(1 一 e)R). 又 若 尽 = Ri 四 Ri Ri, Ri 是 两 个 交换 环 . 令 五 = {(a1, 0)|al€ Ri|,1= 
1(0, az) | az € R,}, 则 工 , I 是 R 的 理想 且 存 在 R 的 寡 等 元 e 使 = eR, I =(1 一 e)R， 
nNI=0,l++I1=R. 

15. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,两 个 理想 [，J 称 为 互 素 若 I 十 了 == R. 证 明 下 列 结论 : 

(1) 若 理 想 IT 和 J J: 都 互 素 , 则 工 和 岂 Jz 互 素 ; 

(2) 若 I, 本 互 素 , 则 全, 六 互 素 ( 为 自然 数 ); 

(3) 若 荆 ,…, I 是 两 两 互 素 的 理想 , 则 了 …1 = 工作 … 由 于. 

16. 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 , 求 证 R 的 所 有 轿 零 元 加 上 零 元 素 组 成 一 个 理想 , 称 为 R 
的 席 零 根 (或 小 根 ). 

17. 设 工 是 含 恒 等 元 的 交换 环 尺 的 理想 , Rad(1) = la € R | 存在 自然 数 k 使 a* € 了 . 
求证 :Rad( 了 ) 是 RR 包含 1 的 理想 , 称 为 1 的 根 理想 . Rad(0) 就 是 尺 的 齐 零 根 . 


定义 3-1 设 R 与 R' 是 两 个 环 ,f 是 R 到 R' 中 的 映射 , 且 f 保持 环 的 运算 ， 
即 对 任意 的 a, bE€ R, f(a 二 6b) 二 f(a) 十 f(5), f(ab) 二 f(a)f(b), 则 称 f 是 
环 尺 到 RR 的 同 态 .如 果 了 还 是 一 个 一 一 对 应 ( 双 射 ) , 则 称 f 是 同 构 . 

环 的 同 态 也 有 核 的 概念 . 记 Ker f= 二 广 (0) 一 rrERIAr) 一 0 若 a,2 
E Kerf, 则 f(a 一 b)= f(a) 一 f(b)= 二 0 一 0==0, 因 此 a 一 bE€ Kerf. 对 rE€ RR， 
a€ Ker f(ar)= ¥(a) fF) = 0 fr} =0, f(rm) = f(r)f(a) = f(r 0 
三 0, 因此 ,ar 及 ro 都 属于 Ker f, 即 Ker f 是 环 R 的 理想 . 类 似 群 论 我 们 还 有 
环 的 同 态 基本 定理 . 

定理 3-1( 同 态 基本 定理 ) 设 f 是 环 R 到 R’ 内 的 同 态 ,T== Ker f, 则 I 是 
RR 的 一 个 理想 ,有 生存 在 从 R/T 到 R 唯一 的 同 态 了 ,使 f= 二 fv, 这 里 v 是 R 到 R/TI 
的 自然 同 态 r 一 > 十 工 不 仅 如 此 ,还 是 一 个 映 上 同 态 ( 称 之 为 自然 同 态 ) ,了 是 
一 个 单 同 态 ( 即 了 作为 映射 是 单 的 ). 

证 明 作 R/T 一 R 的 对 应 f:r 十 I 一 f(r), 若 r 一 rr € TI， 则 
r 二 7 十 a, a € I, 于 是 

flr)= f(r +ta)= f(r)+f(a) = f(r)+0= f(r7), 
因此 f 是 一 个 映射 .又 
fn 二 D+(r 二 ID))= f(rn+r+1) = f(ri+tr) 


= 二 


= f(rnt+I)+f(r 十 站 ， 
fl((r+D(let+D)= fretD) = fr) = f(r)f(0) 


= f(r+I)f(c+7), 
了 是 一 个 环 同 态 . 

要 证 明 了 是 单 射 , 设 fri 十 了 ) = 了 (ri 十 了 ), 则 fn 一 rs 十 了 1) ==0, 即 
fn 一 r) = 二 0 或 ni 一 rs € 1 于 是 i 十 1 = 十 1, 因此 了 是 单 射 .考虑 图 1， 
由 了 的 定义 知 图 1 可 交换 , 即 f = fy. 不仅 如 此 , 若 有 g:R/1 一 R 使 f = gy， 
则 g(> 十 D = gy(7) = Fr) = 了 (r 十 1) 对 一 切 r 十 1E R/T 都 成 立 ,因此 g 一 
天 证 毕 . 
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推论 3-1 环 RR 的 任 一 同 态 像 同 构 于 R 关于 同 态 核 的 商 环 . 

定理 3-2 设 f 是 环 R 到 R’ 的 映 上 和 辣 态 , K 二 Ker f, 则 在 R 的 包含 K 的 
子 环 与 R' 的 子 环 之 间 存 在 着 一 个 一 一 对 应 :HH 一 了 (H), 且 HH 是 R 的 理想 当 且 
仅 当 A(H) 是 R' 的 理想 ,此 时 存在 RAH>R'/f(H) 的 同 构 : r 十 Hf(7) 十 
f(H). | 

证 明 不 难 验 证 若 电 是 R 的 子 环 , 则 瓦 在 太 下 的 像 F( 百 ) 也 是 尽 ' 的 子 环 ， 
因此 , 设 H 是 包含 K 的 R 的 子 环 , 则 五) 是 R' 的 子 环 . 又 对 R' 的 任 一 子 环 
HH , 令 f-7H') = {rE RI|f(r) € H', 同样 不 难 验 证 1"!'(H ) 是 RR 包含 K 
的 子 环 . 现 记 H' = f(H), 则 f7(H') = 五 另 一 方面 ,对 R' 中 的 子 环 H”， 
f(f 了 (H')) = H', 于 是 我 们 有 包含 有 的 R 的 子 环 集 { 五 | 与 R' 的 子 环 集 {H'| 
之 间 的 一 一 对 应 :日 /(H), 其 逆 对 应 为 了 一 f (HH). 若 玉 是 包含 K 的 理想 ， 
则 对 任意 的 x € R', 由 于 了 是 映 上 的 , 故 存在 >E R 使 f(r) = ,因此 对 于 中 任 
意 元 Ka) ,rf(a) = f(7)f(a)=f(m)€f(H)=H, 同 理 fla)r E H', 即 HH' 
是 R' 的 理想 . 反 过 来 若 H' 是 RR' 的 理想 , 则 对 7 € R, ae /7(H), f(rm) = 
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f(r)fla) EH', 即 ra € f71(H'). 同 理 ar € fT(H'), 故 f71(H') 是 RR 的 理 
想 . 最 后 证 明 上 映射 J: > 十 互 一 f(7) 十 A(H) 是 同 构 .首先 , 若 r 十 H=r 十 H， 
则 > 一 ” E 日 , f(r 一 r") € f(H), 即 f(r) 十 fA(H) = f(r) 十 f(H). 容易 验 
证 了 保持 运算 ,因此 了 是 环 同 态 . 要 证 明 了 是 同 构 , 只 要 再 证 明 了 是 双 射 即 可 . 
对 R'/f(H) 中 任 一 元 x 十 f( 晶 ), 由 于 是 映 上 的 , 故 存在 r € R 使 f(r) 一 盖 ， 
因此 f(r 十 日) = f(7) 十 f(H) =r 十 f(H), 这 说 明 f 也 是 映 上 的 . 要 证 明 
了 是 单 射 ,只 需 证 明 Ker 了 = 0 即 可 . 设 f(r 十 HH) 一 0, 即 f(r)€f(H), 也 即 
f(r) = 二 了 (kh), hE 日 ,于 是 f(r) 一 f(h) = 0 或 f(r 一 h)= 二 0, 故 r 一 h€ Kerf 
二 上 性 H, 所 以 r Eh 十 昌 , 即 Ker 了 一 0, 故 了 是 同 构 ,证 毕 . 

注意 (1) 两 个 环 之 间 的 同 态 f 是 单 射 的 充 要 条 件 是 Ker f = 0. 事实 上 ， 
车 Ker f=0, f(7)= f(r), 则 f(r 一 r)==0,r 一 r € Kerf==0, 因 此 r= 
r. 反之 由 于 f(0) = 0, (这 是 因为 是 (R, 十 ) 到 (R', 十 ) 的 加 法 群 同 态 , 故 
(0) = 0), 而 f 是 单 射 , Ker 了 = 0. 

(2) 对 两 个 环 R 与 R' 之 间 的 保持 加 法 运算 的 对 应 了;R 一 R', 要 证 明 /是 
一 个 映射 ,只 需 验 证 f(0) = 0 即 可 . 事实 上 ,车 r+ =r, 则 r+ 一 r = 0, 因此 
f(r 一 7)= f(0)=0, 帮 f(r) 一 f(r)=0, 即 f(r7) = f(7). 

定理 3-3 设 R 是 一 环 ,S 是 R 的 子 环 ,1 是 R 的 理想 , 则 $ 十 T={s 十 a| 
a € 5S,4a E171 了 是 R 包 含 1 作为 理想 的 子 环 . 又 SNIT 是 S 的 理想 且 映 射 s 十 I 一 
;十 (SN 了 DD) 是 (S 十 1)/I 一 S/S TI 的 同 构 ， 

证 明 是 R 的 理想 ,因此 也 是 S 十 1 的 理想 .再 看 SN I, 对 it€ S,xE€ 
SNI,trE€S,tr€1l, 故 tx €E SNMI. 同样 zt € SN 了 I, 因此 SNMIT 是 S 的 
理想 . 若 s 一 :ET1, 由 s 一 ES 得 :一 :ESNT, 因 此 s 十 I 一 s 十 (SN 了 1) 
是 有 意义 的 ( 即 是 一 个 映射 ) ,保持 加 法 与 乘法 是 显然 的 ,因此 它 是 一 个 环 同 态 ， 
映 上 也 是 显而易见 的 . 再 看 核 : 若 s € S 站 1, 则 *e 1, 因此 该 映射 的 核 为 0, 故 
是 同 构 . 证 毕 . 

定理 3-4 设 R 是 一 个 环 ,1T, J 是 R 的 理想 且 工 三 也 , 则 

R/J 2 (R/I)(I/T). 
证 明 作 R/I 到 R/T 的 映射 f:r 十 TIT 一 7 十 J 车 十 I 二 7 十 I, 则 + 一 


rs 和 了， 故 盖 —r:€ J , 即 ni 十 J 二 rz 十 J 又 容易 验证 了 保持 加 法 和 乘法 ,因此 
了 是 环 同 态 ,显然 了 是 满 同 态 . 又 Ker f= J/T, 由 同 态 基本 定理 即 得 结论 . 证 毕 . 


司 - 题 
1. 设 有 是 环 RI 一 R 的 同 态 ,fs 是 RR 一 R, 的 同 态 ,求证 ;fifi 是 及 一 Rs 的 同 态 . 


M, (R)/M.(1) 2 M, (R/T). 


3. 证 明 : 除 环 的 任 一 非 零 自 同 态 总 是 单 同 态 ， 

4. (1) 设 RR 是 交换 环 ,R 的 全 体 奏 零 元 组 成 的 理想 即 诺 零 根 记 为 N , 则 RAN 是 一 个 没 
有 和 奏 零 元 素 的 环 . 举例 说 明 对 非 交 换 环 而 言 , 宪 零 元 全 体 未 必 组 成 一 个 理想 . 

(2) 假定 尺 ，S 是 交换 环 且 S 无 究 零 元 . f 是 R 到 S 的 满 同 态 , 求 证 :R 中 的 客 零 元 (如 存 
在 的 话 ) 都 落 在 Ker f 中 . 

5. 求证: 

(1) 有 理 数 域 的 自 同 构 只 有 恒 等 同 态 一 个 ; 

(2) 实数 域 的 自 同 构 也 只 有 恒 等 同 态 一 个 . 

6. 设 m,n 是 自然 数 ,求证 :存在 从 环 Z, 到 环 Z. 的 满 同 态 的 充 要 条 件 是 m|n. 

7. 设 m, n 是 自然 数 , 若 m, zn 互 素 , 则 从 环 Z, 到 环 Z 的 同 态 只 有 零 同 态 . 

8. 设 下 是 一 个 数 域 ,M, (FF) 表 示 数 域 下 上 的 n 阶 和 矩阵 环 . 求证 : 若 普天 m，, 则 环 M,(F) 和 
环 M。(F) 之 间 不 存在 满 同 态 . 

9. 《中国 剩余 定理 ) 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,R 的 两 个 理想 1 ,1 称 为 互 素 若 I 十 
二 R. 设 卫 , I ,…, 1 是 R 的 x 个 两 两 互 素 的 理想 ,al, a:,…, as 是 RR 中 元 素 , 则 存在 民 
中 元 素 a 使 a 三 a; (mod J) 对 一 切 ;1 成立. 

10. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,了 ，…，, J, 是 两 两 互 素 的 理想 , [= 了 …1,. 求证 : 


R/T QR/N XxX XR/L. 


11. 设 n 是 自然 数 且 nn = ph 如 …p2 是 nr 的 素 因 子 分 解 (p; 是 互 不 相同 的 素数 ). 令 
ni 二 扩 . 求证 : 
ZL. 2 XD XXD,. 


站 


—6b 
“12. 令 M 是 实 2X2 .是 忆 的 了 环 ,由 形 如 | 2 | semen 
(1) 证 明 S 和 复数 域 同 构 ; 


(2) 证 明 A= 


0 3 
| 人 的 于 下 


(3) 证 明 : 存 在 XE M, 使 得 X: 十 13X = A. 
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了 
We A < MV. 


$ 3.4.1 整 环 及 其 特征 

设 尺 是 一 个 整 环 ,a 是 R 的 非 零 元 ,如 果 存 在 某 个 自然 数 m 使 ma = 0, 就 
称 a 是 周期 元 . 若 m 是 使 ma = 0 的 最 小 的 自然 数 , 则 称 m 是 a 的 周期 . 

定理 4-1 设 尺 是 整 环 , 若 尽 至少 含有 一 个 周期 元 , 则 必 存 在 素数 p, 使 对 
RR 的 一 切 非 零 元 r 均 有 pr = 0, 这 个 p 称 为 环 R 的 特征 . 

证 明 ” 先 证 这 样 一 个 事实 : 若 a 关 0, ma = 0, 则 对 任意 的 6 € R, mb = 0. 
事实 上 , (ma)b 二 0, 故 a(mb) 一 0. 但 R 是 整 环 且 a 关 0, 因此 mb = 0. 再 证 
若 a 关 0,m 是 使 ma = 0 的 最 小 正 整 数 , 则 m 是 素数 . 若 不 是 素数 , 则 m = 
mmz(m 过 mz, mz 二 m). 由 ma = 二 0, 得 mia = 二 0, 或 mza = 0, 与 m 是 最 小 
的 矛盾 . 证 毕 . 

如 果 一 个 整 环 中 没有 周期 元 , 则 称 这 个 整 环 的 特征 为 零 . 当 整 环 是 域 时 , 它 
们 的 特征 就 称 为 域 的 特征 . 域 的 特征 是 域 的 重要 性 质 ,以 后 还 要 经 常 涉及 . 

需要 注意 的 是 , 环 的 特征 一 般 是 指 整 环 的 特征 . 如 一 个 环 不 是 整 环 , 它 的 元 
素 的 周期 可 能 不 相同 . 比如 环 Z: 四 2Z: ,元 素 (1, 0) 的 周期 是 2, 而 元 素 (0, 1) 的 
周期 是 3, 元 素 (1, 1) 的 周期 是 6. 

例 1 特征 为 p 的 任意 域 必 含 有 一 个 最 小 子 域 , 它 同 构 于 Z,. 

证 明 设 下 是 特征 为 p 的 域 ,1 是 下 的 恒 等 元 ,考虑 由 1 生成 的 下 的 子 域 
F 一 10, 1, 2,…, 思 一 1|, 这 里 大 = 二 有 .1. 由 于 下 的 任意 一 个 子 域 都 必须 包含 
恒 等 元 1, 因 此 也 必须 包含 Fu, 即 Fu, 是 一 个 最 小 的 子 域 . 作 Z, 一 FF 的 映射 & 一 
k, 显 然 这 是 一 个 同 构 . 

这 个 最 小 子 域 习惯 上 称 为 素 域 ,或 特征 为 p 的 素 域 , 它 是 特征 为 p 的 域 中 
最 简单 的 一 个 域 . 若 一 个 域 下 的 特征 等 于 0, 这 时 也 有 素 域 的 概念 ,这 时 令 F。 = 
(1), 即 由 下 的 单位 元 1 生成 的 下 的 子 域 ,这 个 域 与 有 理 数 域 是 同 构 的 ,我 们 将 
在 这 一 节 的 稍 后 证 明 这 一 事实 . 


§ 3.4.2 分 式 域 
在 这 一 节 的 剩余 部 分 ,如 无 特别 说 明 ,R 是 指 含 恒 等 元 的 交换 环 . 一 个 含 恒 
等 元 的 交换 整 环 称 为 整 区 ,此 如 整数 环 Z 就 是 一 个 整 区 . 


从 整数 可 以 构造 有 理 数 , 即 定义 有 理 数 为 形 如 也 的 数 ,其 中 p,q € Z. 这 样 
的 构造 方法 也 可 以 推广 到 整 区 上 ,现在 我 们 就 来 做 这 件 事 . 


第 三 章 环 论 95. 

设 民 是 一 个 整 区 ,R* 表示 R 中 非 零 元 的 集合 , 作 积 集合 RX R" ,其 中 的 元 

素 记 为 (a, 5). 现在 RXR” 中 定义 一 个 等 价 关系 “~”:(a, 5)~(c, qd) 当 且 仅 当 

ad 二 bc ,容易 验证 这 是 一 个 等 价 关系 . 记 (a, 0) 的 等 价 类 为 二 , 现 以 下 记 所 有 这 
些 等 价 类 的 集合 . 在 下 上 按 下 列 方式 定义 加 法 和 乘法 : 


a ,Cc ad 十 pc 
sta bd 
AC 
be dd bd 


”或 


bp” 二 地 一 pd’ 2 
而 
a C ad 十 pc 
b 十 da bd 
现 要 证 明 
ad 十 pc _ ad 十 Bcl 
bd pa” 
即 要 证 明 
(ad 十 pc)pd = (a'’d’ +b'c’ )od 
ab'dd’' + Ww’cd’ = a’bdd’ + Ww’c'd. 
而 
ab’ =a’%b, cd’ = cd, 
结论 显然 可 得 . - 
同样 由 ap == a2 ,cd = cd，, 不 难得 acb'4 = a‘c'bd，, 因此 
a 
bd po a 


现在 看 下 中 的 零 元 素 是 什么 ?全 十 了 一 2 一 全, 即 少 是 下 的 零 元 素 . 注 
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意 ,对 任意 的 非 零 元 b, 4, 人 一 号 , F 中 的 这 个 零 元 素 以 后 也 记 为 0. 我 们 还 需 
要 验证 在 上 面 定义 的 加 法 与 乘法 下 成 为 一 环 ,这 件 事 并 不 难 , 留 给 读者 自己 
完成 . 现 来 看 下 的 恒 等 元 ,不 难 验 证 形 如 (a 关 0) 的 元 是 下 的 恒 等 元 (注意 和 


= 十) ,F 的 恒 等 元 简 记 为 1. 现 设 鲜 去 0, 则 a 关 0, 因此 之 E F, 且 之 . 


ba _ 1 即 之 是 对 的 道 元 
和 2 一 于, 即 是 全 的 道 元 . 


2 
b 


如 作 RF 的 映射 :+ 一 二 , 则 显然 这 是 个 环 同 态 . 不 仅 如 此 ,车工 = 0， 


则 邯 一 工 , 即 ~= 0, 因此 了 是 一 个 单 射 或 称 钳 入 , 通常 称 下 是 整 区 R 的 分 式 


域 ,上 面 的 映射 太 称 为 标准 嵌入 . 

一 个 整 区 的 分 式 域 有 下 列 重要 性 质 . 

定理 4-2 设 尺 是 一 个 整 区 ,下 是 R 的 分 式 域 ,f 是 R 一 F 的 标准 谷 入 ,g 是 
RR 到 域 户 的 单 同 态 , 且 g(1) = 1, 则 g 可 唯一 地 扩张 为 F 到 下 的 同 态 ,也 就 是 
存在 唯一 的 下 到 FF' 的 同 态 h ,有 图 2 所 示 的 交换 . 


了 F 


及 


证 明 定义 有 如 下 : 
(入)= g(a)Lg(6)], 


首先 证 明 h 是 映射 : 若 


ab’ =a%, g(ab’) = g(a’%), 
g(a)g(b’) = g(a’)g(b). 
由 于 b 关 0,6' 关 0;g 是 单 同 态 , 故 g(5) 关 0,g(6b ) 关 0. 因此 


g(a)g(b)’ = g(a’)g(b )!, 
n 5 人) 人) 
再 验证 h 保持 加 法 ; 
TC 
= [g(a)g(d)+g(b)g(c)lg(b) SCd) 


= g(a)g(b) "+ g(c)g(d) 


h 又 保持 乘法 : 
,人 (全 和 )- 4()= stadt) 
= g(a)g(O g(c)g(d)™ 
一 人 人 六 (人 
因此 是 F 一 FF 的 同 态 .验证 图 2 所 示 的 交换 性 即 是 要 验证 hf = g. 对 re R， 
hf (7) 二 h( 于 )= g(r)g(1)"' = g(r), 故 hf = g. 最 后 还 要 验证 有 的 唯一 性 ， 


设 有 及 :F 一 F' 也 使 A'f = g, 因 而 有 (了) 二 g(r). 当 r 隆 0 时 ,于 是 下 中 的 可 
逆 元 , 故 刀 (二 ) 是 FF 中 的 可 逆 元 , 且 其 逆 为 (二 ) ,于 是 
"(FE)" (5) 


= g(a)g(5)" 一 (全 )， 


因此 天 一 久 , 即 玉 上 唯一. 证 毕 . 

推论 4-1 特征 为 0 的 域 必 含有 一 个 最 小 子 域 , 它 同 构 于 有 理 数 域 . 

证 明 设 下 是 一 个 特征 为 0 的 域 , 令 尺 是 由 1 生成 的 FF 的 子 环 ,由 于 下 的 
特征 为 0, 不 难 验 证 R 器 Z. 事实 上 , 作 Z>R 的 映射 g :一 22， 1 ,显然 这 是 个 同 
态 , 且 是 满 的 . 若 n. 1 二 0, 由 于 下 的 特征 是 0, 故 ?一 0, 于 是 g 是 同 构 .2Z 的 分 
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式 域 是 Q( 即 有 理 数 域 ) ,因此 上 述 同 构 g 可 扩张 为 Q> 下 的 单 同 态 h. 显然 h 的 
像 与 Q 同 构 , 它 是 下 的 一 个 子 域 . 现 设 Fe 是 下 的 任 一 子 域 , 则 I € Fo , 因此 下。 
必 包 含 尺 ,从 而 也 包含 h 的 像 , 即 下 有 一 个 最 小 子 域 与 Q 同 构 . 证 毕 . 


习 题 


1. 设 RR 是 含 己 等 元 的 交换 环 ,S 是 R 的 一 个 非 空 集合 且 是 一 个 乘法 封闭 集 , 即 适合 下 列 
-~ 条件: 

0ESi; 

若 %,seEeS, 则 ss € S. 
作 积 集 RXS, 其 中 元 素 记 为 (r, s), rE R, sE€ S. 在 RXS 上 定义 一 个 关系 :(r, 5 一 (sy ) 
当 且 仅 当 存在 某 个 上 E S, 使 


t(rs’—r’s) = 0， 


则 

(1) 上 述 关 系 是 一 个 等 价 关系 . 

(2) 记 Rs 是 所 有 等 价 类 的 集合 ,(r, s) 的 等 价 类 记 为 [r, sj]. 定义 [71，, 5] 十 [r,s2] 一 
[risz 十 resi, 5152],， [ri sz] [r,s2] 二 [nirz, si52], 则 这 是 定义 在 Rs 上 的 运算 . 

(3) 证 明 :Rs 在 上 述 加 法 与 乘法 定义 下 成 一 环 . 

(4) 定义 R~>Rs 的 映射 p:r 一 [rs, s], 则 g 是 一 个 环 同 态 , 试 求 Ker 9， 

(5) 证 明 :[s,s:](s，s ES) 是 Rs 中 的 可 道 元 

2. 在 上 题 中 ,如 果 S 中 的 元 素 全 是 RR 的 可 逆 元 ,求证 :Rs 和 R 同 构 , 特别 , 若 R 本 身 是 
一 个 域 , 则 R 的 分 式 域 就 是 R 自身 . 

3. 设 尺 是 复数 域 C 的 子 环 RR= lm 十 ni | m,n E€ Zi, 求 RR 的 分 式 域 . 
. 设 R= ,SS 二 {1, 3}. 证 明 S 是 乘法 封闭 集 , 求 Rs. 
. 设 R= Z,, S 二 {1, 2, 4|. 求证 S 是 乘法 封闭 集 , 求 Rs. 
. 设 愉 是 一 个 整 环 ,m, ?是 互 未 的 整数 ,假设 o" = 名 ,ar = b", 求证 :a 一 六 
. 环 R 和 Rs 是 同 构 的 整 区 ,FF 分 别 是 Rl ，Rs 的 分 式 域 , 求 证 :它们 也 同 构 ( 这 表 
明了 整 区 分 式 域 的 唯一 性 ). 

8. 设 e 是 环 R 中 元 素 , 若 e? 一 e, 称 。 是 害 等 元 .求证 : 

(1) 整 环 中 除了 0 和 1 外 没有 其 他 短 等 元 ; 

(2) 整 环 R 不 能 分 解 为 两 个 非 零 理想 的 直 和 :; R= I 了. 

9. 车 环 是 有 限 整 环 ( 不 假定 它 有 恒 等 元 ) 且 至 少 含 两 个 元 素 ,求证 :R 是 除 环 . 

10. 若 环 R( 不 假定 它 有 恒 等 元 ) 至 少 含 两 个 元 素 , 且 对 任意 一 个 非 零 元 a, 总 存在 唯一 一 
个 元 素 5, 使 aba 一 a. 求证 :R 是 除 环 . 

11. 设 R 是 一 个 不 带 恒 等 元 的 环 (不 一 定 可 交换 ), 作 积 集合 ZX R, 这 里 ,Z 是 整数 环 ， 
ZXR 中 的 元 素 记 为 (xn, 7). 现在 ZXR 上 定义 加 法 与 乘法 如 下 :; (m, a) 十 (n, 6) = (m 十 n， 


i 
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a 十 6),(m, 4) (n, 56) = 二 (mn, mb 十 na 十 ab), 试 证 在 此 定义 下 ZXR 成 为 一 环 ,这 是 个 带 恒 


等 元 (1, 0) 的 环 .不 仅 如 此 , 作 RR 一 ZXR 的 映射 "一 (0, 7), 则 这 是 个 单 同 态 (嵌入 )( 题 11 表 
明 任 何 一 个 不 带 恒 等 元 的 环 均 可 岁入 一 个 带 恒 等 元 的 环 ). 


Hn 


在 这 一 节 中 所 有 的 环 都 假设 是 交换 整 区 . 

设 a 是 整 区 R 的 一 个 元 素 , 若 a 可 写 为 两 个 元 素 5, c 之 积 a = bc, 则 称 2 
与 < 是 a 的 因子 ,也 称 5 或 c 能 整除 a , 记 为 la 或 cla. 如 果 2 不 可 能 是 a 的 因 
子 , 则 记 为 bha, 称 为 5 不 能 整除 a 或 a 不 可 能 被 5 整除 . 在 整数 环 中 ,任何 一 个 
数 都 可 以 分 解 为 若干 个 素数 的 乘积 且 这 种 分 解 在 一 定 意义 下 是 唯一 的 . 现在 我 
们 要 将 这 个 性 质 推 广 到 一 类 整 区 上 . 

首先 我 们 要 解决 的 一 个 问题 是 :什么 是 真 因子 . 由 于 对 一 般 的 整 区 没有 序 
( 即 大 于 、 小 于 ) 的 概念 ,因此 不 能 像 整 数 环 上 那样 来 定义 真 因子 . 设 尺 是 一 个 整 
区 ,u 是 R 中 的 一 个 单位 , 即 为 可 逆 元 ,对 任意 的 weE R, a = auu"', 这 表明 是 
R 中 任 一 元 素 的 因子 (正如 整数 环 中 1 与 一 1 是 任 一 数 的 因子 一 样 ). 这 样 的 因 
子 分 解 显 然 没 有 什么 用 处 . 现 假 定 a = bc, 上 且 65 与 c 都 不 是 单位 , 若 此 时 a15, 则 
b = ad, a = adc. 由 整 区 消去 律 得 dc = 1, 即 c 是 一 个 单位 ,引出 了 矛盾 ,因此 
a 不 能 整除 5. 于 是 我 们 可 得 到 真 因 子 的 定义 :6b 称 为 是 a 的 一 个 真 因 子 , 若 bla 
但 a 不 能 整除 2. 

R 中 两 个 元 素 如 果 互 相 能 整除 , 即 a15, 51a, 则 它们 必 相 差 一 个 单位 ,也 就 
是 说 存在 可 逆 元 u, 使 a = bu. 这 样 的 两 个 元 称 为 相伴 元 , 记 为 a~b. 比如 和 中 ， 
6 与 一 6 是 相伴 元 . 相伴 关系 显然 是 一 个 等 价 关 系 . 

R 中 的 元 素 a 如 果 不 是 单位 且 它 不 能 分 解 成 两 个 真 因子 的 乘积 , 则 称 为 不 
可 约 元 .Z 中 的 素数 是 不 可 约 元 . 

现在 来 定义 什么 叫 唯一 分 解 环 . 

定义 5-1 设 R 是 一 个 整 区 ,假设 R 中 任 一 非 零 且 不 是 单位 的 元 素 a 都 可 
以 分 解 成 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 , 且 这 种 分 解 在 下 列 意义 下 唯一 : 设 4 = 
Pipa…p;， a 二 p1p2…p, 是 a 的 两 个 分 解 ,其 中 pi, pi(i==1,…, s; j 二 1,…， 
t) 是 不 可 约 元 , 则 s = t, 且 经 过 适当 的 置换 后 ,pi;~pi. 适合 上 述 条 件 的 整 区 R 
称 为 唯一 分 解 环 (UFD) ,或 称 为 Gauss 整 区 . 

例 1 ZZ 是 Gauss 整 区 . 

例 2 数 域 上 的 多 项 式 环 是 Gauss 整 区 . 


例 3 并 非 所 有 的 整 区 都 是 Gauss 整 区 ,试看 ZW 一 5) = {mm 十 av 一 5 | m， 
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n E 2Z| , 显然 这 是 个 整 区 . 现 定义 Zv 一 5) 中 元 a = m 十 nV 一 5 的 范 数 N(a) = 
m? 十 52 , 该 范 数 适合 下 列 性 质 : 

(1) N(a) 是 非 负 整数 且 N(a) = 0 当 且 仅 当 a = 0; 

(2) N(ab) = N(a)N(b). 


Z(V 一 5) 中 的 单位 可 以 求 出 来 .事实 上 , 若 ab = 1, 则 N(a)N(6b) = N(1) 
二 1, 因此 只 可 能 a = 1 或 4a = 一 1， 改 ZY 5) 中 的 单位 为 {1， 一 11.9 在 
ZY 5 ) 中 可 有 下 列 分 解 : 


“9=3.3= (2 二 VY 一 5)(2 一 v 一 5)， 


现在 来 证 这 是 两 个 不 同 的 不 可 约 分 解 .车 有 ab = 3, 则 N(ab) = N(3) = 9. 若 
4a, 0 不 是 单位 ,只 可 能 N(a) = 3, N(5) 三 3, 但 只 十 5 天 一 3 无 整数 解 ,因此 不 
可 能 , 故 3 是 不 可 约 元 . 同 理 可 证 2 十 v 一 5 与 2 一 v 一 5 是 不 可 约 元 .又 3 与 
2 十 Vv 一 5 或 2 一 /一 5 不 是 相伴 元 ,因此 Z(v 二 5) 不 是 Gauss 整 区 . 
一 个 整 区 适合 什么 条 件 才 是 一 个 Gauss 整 区 ? 为 解决 这 一 问题 ,引进 下 列 

因子 链条 件 设 尺 是 一 个 整 区 ,如 果 尺 中 不 存在 下 列 无 限 序列 : a ， 
CQC2， 0i ditl, …, 其 中 ditl 是 a; 的 真 因子 (对 一 切 i = 1,2, ) ， 则 称 RR 适 
合 因子 链条 件 . 

仿照 素数 的 概念 可 定义 R 中 的 素 元 如 下 : 若 p 不 是 R 的 一 个 单位 ,对 任意 
ab 若 从 plab 必 可 推出 pla 或 p15, 则 称 p 是 R 的 一 个 素 元 . 

素性 条 件 ” 若 尺 的 任 一 不 可 约 元 都 是 素 元 , 则 称 R 适合 素性 条 件 . 

定理 5-1 设 尺 是 一 个 整 区 , 则 尺 是 唯一 分 解 环 当 且 仅 当 尺 适合 因子 链条 
件 与 素性 条 件 . 

证 明 设 尺 是 一 个 唯一 分 解 环 , 现 有 尺 中 的 一 个 序列 al ，as ，…，an ，…， 
且 as |a，, 要 证 明 存 在 某 个 mm, 当 n 汪 >m 时 均 有 ast 一 as 现 来 看 al ,由 于 R 是 
唯一 分 解 环 ,因此 wa == pips…p,, 其 中 p: 是 不 可 约 元 . 若 a 是 ai 的 真 因 子 , 则 
al 二 qiaz ; qi 不 是 单位 . 再 若 as 是 az 的 真 因 子 , 则 as = qzas ,gs 也 不 是 单位 . 如 
此 下 去 可 有 al = ggz…9ga:+， 如 不 是 不 可 约 元 还 可 以 进行 分 解 ,因此 ai 至 少 
有 一 个 不 可 约 元 的 分 解 其 长 度 ( 即 不 可 约 因 子 的 个 数 ) 超 过 了 *, 这 与 民 是 唯一 

分 解 环 的 假定 矛盾 ,因此 R 适合 因子 链条 件 . . 

| 再 证 R 适合 素性 条 件 . 设 p 是 一 个 不 可 约 元 且 p 1ab, 当 然 p 不 是 单位 . 若 a 
是 单位 , 则 有 a6b = pq ,5 二 a pq, 故 p16. 同 理 , 若 b 是 单位 ,pla. 假定 a 与 5 都 
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不 是 单位 , 令 a 二 pi…ps,6 二 pip, Pi(i 二 1,…, 5s), p;(j 二 1,…, 上 皆 
不 可 约 , 则 ab == pi…p;p1… p'. 由 于 plab 且 p 本 身 是 不 可 约 元 , 故 存 在 某 个 i 
或 j ,使 p;~p 或 p;~p, 因 此 或 者 pla 或 者 p12. 

现 证 明 充 分 性 . 设 R 是 适合 因子 链条 件 和 素性 条 件 的 整 区 . 首先 因子 链条 
件 保 证 了 R 中 的 任 一 非 单 位 (当然 不 为 零 ) 都 有 不 可 约 分 解 . 设 a 是 非 单 位 且 
a 关 0, 若 a 本 身 是 不 可 约 元 , 则 就 不 必 再 分 解 因 子 了 . 若 a 不 是 不 可 约 元 , 则 a 
可 以 分 解 为 两 个 真 因 子 的 积 a = aib. 车 a1, bi 不 可 约 则 到 此 为 止 . 若 其 中 某 个 
可 分 解 ,比如 al = asb;， 再 看 dz ,也 许 仍 可 继续 分 下 去 aa = asbs 等 等 ， 但 这 个 过 
程 不 能 无 限 做 下 去 ,否则 将 得 到 一 个 无 限 的 序列 ea, as ,as ，…, 使 air 是 ai 的 
真 因子 , 故 必 存在 某 个 a, 是 不 可 约 元 . 令 pi = a,, a = pia , 若 a 是 单位 , 则 a 
是 不 可 约 元 不 必 再 讨论 . 车 a’ 还 可 再 分 , 则 如 上 面 做 过 的 一 样 , 必 有 不 可 约 元 p 
使 a 和 = pza”, 如 此 不 断 做 下 去 得 a = pi pa…psa” ,但 这 个 过 程 也 不 能 无 限 延续 
下 去 ,因为 否则 将 得 到 一 个 无 限 序列 a， a”，… ,a ，…, 其 中 每 个 at 是 a 中 
的 真 因子 ,于 是 a 必 可 分 解 为 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 . 

接 下 去 还 需 证 明 因子 分 解 的 唯一 性 . 设 a = pip2…ps 以 及 a 一 ps p2… pi 
是 a 的 两 个 不 可 约 分 解 , 则 pi|p1…p', 而 pi 不 可 约 ,由 素性 条 件 知 p! 是 素 元 ， 
故 对 某 个 p ,pi | 大. 但 是 p' 是 不 可 约 元 , 故 pi1~pi. 经 过 重新 编号 ,我 们 可 设 
一 pi. 同 理 志 ~~，… ,ps 一 p'. 这 时 若 s 关 tt 比如 i 之 5, 则 pin… pi 二 1. 
这 不 可 能 , 故 只 有 s = 1, 这 就 证 明了 定理 . 证 毕 . 

上 述 定 理 中 的 素性 条 件 还 可 以 用 所 谓 的 最 大 公 因 子 条 件 来 代 兰 . 设 4 是 a， 
b 的 公 因子 , 即 d|a, d15. 若 对 a, 5。 的 任意 公 因子 c 都 有 c14, 则 称 d 是 a, 2 的 
最 大 公 因 子 , 记 为 4 二 (a, 5). 同 理 可 定义 若干 个 元 素 的 最 大 公 因 子 .我 们 还 可 
定义 最 小 公 倍 子 : 设 m 适合 a|m 及 b1m, 且 对 任意 的 alc, dic, 必 有 mic, 则 称 m 
是 a, 5 的 最 小 公 倍 子 , 记 为 [a, 5]. 如 果 a, 8 的 最 大 公 因 子 等 于 1( 或 单位 ), 则 
称 a, 5 是 互 素 的 .a, 8 互 素 的 充 要 条 件 是 或 者 a 与 56 之 中 至 少 有 一 个 为 单位 ， 
或 者 其 中 一 个 元 的 不 可 约 因子 都 不 是 另 一 个 元 的 因子 (此 时 若 a, 5 有 不 可 约 分 
解 , 则 不 可 约 因 子 互 不 相伴 ). 

任意 一 个 唯一 分 解 环 都 适合 下 列 最 大 公 因 子 条 件 :R 中 任意 两 个 元 素 都 有 
最 大 公 因 子 .事实 上 , 若 o, 5 中 有 一 个 是 单位 , 则 (a, 5) =1. 车 都 不 是 单位 , 作 
它们 的 不 可 约 分 解 并 将 相伴 的 不 可 约 因子 予以 合并 ,这 样 将 a, 5 分解 如 下 : 


Q 一 pp1 pz “ps ， 


b= wp{ pe pr, 
这 里 ei 之 0， fi 之 0， P， v 是 单位 . 令 
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d= ph preps, 
8&i 一 min (ei, .fi), 
不 难 验证 d 是 a,b 的 最 大 公 因 子 .对 最 小 公 倍 子 也 可 类 似 求 出 : 
m= [a, b] = pr pz ps, 
h; 二 max(e;, fi). 

下 面 我 们 要 证 明 最 大 公 因 子 条 件 可 用 来 代替 素性 条 件 ,为 此 先 证 几 个 引 理 . 

引 理 $-1 若 尺 是 整 区 且 任 意 两 个 元 有 最 大 公 因 子 , 则 任意 ”个 元 也 有 最 
大 公 因 子 ， 

证 明 设 有 7? 个 元 ai， GC2， as， 记 di 一 (ai ， az ) ， d; 一 (di, as ) ， 本 
d 一 di 一 (dz ， au) ， 显然 d 是 al CQ2， ”5 Qn 的 最 大 公 因 子 . 证 毕 . 

引 理 5-2 ((a, 6b), c)~(a, (6,.c)). 

证 明 两 者 都 是 a, 6, c 的 最 大 公 因 子 , 故 必 相伴 . 证 毕 . 

引 理 5-3 c(a, 6)~(ca, co). . 

证 明 令 d 一 (a, 6), 2 一 (ca, %), 则 cd|ca， cd|cb, 帮 cdl (ca， cg) ,因此 
e 一 cd1p. 又 令 ca 二 er 二 cdpyx, 则 a 二 dyzx, 即 dy|a. 同 理 dy15, 因 此 dy14d, 即 
4 是 单位 且 (ce , 四) = od = c(z, 6). 证 毕 . . 

引 理 S$-4 若 (a, 6)~1 晶 (a, c) 一 1, 则 (a，pc ) 一 1. 

证 明 由 (a, 一 1 及 引 理 5-3,(ac，bc) 一 c. 又 (aac)~a, 因 此 


1l~(a, c) 一 (a，(ac, be))~((a, ac), be)~(a, bce). 


多 


引 理 $-$ 最 大 公 因 子 条 件 蕴涵 素性 条 件 . 
证 明 设 户 是 不 可 约 元 量 马 不 能 整除 a , 不 能 整除 5 ,要 证 明 p 不 能 整除 
ab. 事实 上 ,由 于 不 可 约 ,(p, a)~1,(p,5)~1, 由 引 理 5-4,(p, a6)~~1, 即 p 
不 能 整除 ab. 证 毕 
上 述 结 # 论 可 总 结 第 为 如 下 : 
定理 $-2 设 R 是 一 个 整 区 , 则 RR 是 一 个 Gauss 整 区 当 且 仅 当 R 适合 因子 
链条 件 和 最 大 公 因 子 条 件 ， 


习 后 


1. 分 别 在 Z[z], Q[z], Za [zj] 中 分 解 下 列 因 式 : 4z 一 4z 十 8. 


2. 分 别 在 Q[z], Z [zj] 中 分 解 下 列 因 式 : 2z: 十 4z 十 5. 

3. 在 Zs[zj 中 作 下 列 多 项 式 的 不 可 约 分 解 : x’ 十 并 十 2. 

4. 设 R 是 唯一 分 解 环 , 环 中 元 素 a|bc, 又 已 知 a, 5 互 素 ,求证 alc. 

5. 设 R= Z[V 一 1], 求证 : 若 RR 中 元 素 a 十 bY 一 1 适合 条 件 a 十 Y 是 一 个 素数 , 则 它 是 
一 个 不 可 约 元 . . 

6. 若 尺 是 Gauss 整 区 , 则 ab~(a, b)[a, b]. 

7. 证 明 : Z[ v 一 5] 适合 因子 链条 件 . 

8. 设 Z[Vi0] = la 十 bV10 | 4a, 5 € Z| , 证明: 它 不 是 Gauss 整 区 . 

9. 证 明 : 任 一 素 元 必 是 不 可 约 元 . 

10. 证 明 :Z[z] 适 合 因子 链条 件 . 


首先 我 们 从 另 一 个 角度 来 分 析 一 下 整除 问题 . 设 al5b, 即 5 二 ac, 记 & 生成 
的 主 理想 为 (a), 则 5 = ac 表示 b € (a), 因此 生成 的 主 理想 (2) 和 (4a). 反 过 
来 , 若 (5) 己 (a), 则 5E€ (a), 因 此 存在 某 个 c 使 5 = ac, 也 即 al2. 因 此 al2, 当 
且 仅 当 (5) (a). 再 看 相伴 关系 . 若 a~b, 则 a16b, bla, 也 就 是 (a) 三 (2)， 
(5) 己 (a), 这 表明 (4a) == (5), 所 以 a~5, 当 上 且 仅 当 (a) 二 (5). 因子 链条 件 也 
可 以 用 另 一 种 等 价 的 说 法 来 代替 . 若 环 R 没有 主 理想 的 无 限 真 升 链 , 即 没有 这 
样 的 无 限 序 列 : 


(a) 丘 (42:) (a3) 和 Fs 
则 称 R 满足 主 理想 升 链条 件 . 显然 ,因子 链条 件 等 价 于 主 理想 升 链条 件 . 
定义 6-1 设 R 是 一 个 整 区 , 若 它 的 每 个 理想 都 可 由 一 个 元 生成 , 则 称 尺 为 
主 理想 整 区 , 简 记 为 PID. 
定理 6-1 任 一 主 理想 整 区 都 是 Gauss 整 区 . 
证 明 设 尺 是 主 理想 整 区 ,首先 证 明 R 适合 主 理想 升 链条 件 . 设 有 主 理想 


升 链 (w ) E (oz) S (as ) 三 …. 作 吕 (ai), 不 难 验证 这 仍 是 R 的 一 个 理想 ,因而 
是 主 理想 .不 妨 设 (a) = U (41), 则 a E€ U (ai), 于 是 必 有 某 个 mm, 使 E (an)， 
故 (a) S (as), 因此 (a) = (a) 且 对 任意 的 ma 之 mm 都 有 (a,) 一 (a) 一 (ao), 从 而 
上 述 升 链 不 能 是 无 限 真 升 链 , 即 R 适合 主 理想 升 链条 件 或 因子 链条 件 . 

再 证 R 适合 最 大 公 因 子 条 件 . 令 a, 5 是 R 中 任意 两 个 非 零 元 , 记 (az 0 为 
a, 65 生 成 的 RR 的 理想 . 由 于 R 是 主 理想 整 区 , 故 (a, 5) 可 由 一 个 元 生成 , 设 
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(a, 5) 二 (d), 现 来 证 明 d 是 (a, 5) 的 最 大 公 因 子 . 由 于 (d) = (4, 5)  (o)， 
故 dla, 同 理 416. 又 车 cla, cl5, 即 (c) 全 (a)，(c) 二 (0 ， 则 aa,5E(c) ,因此 
(a, 0)E(c), 即 (4d)SE(c) ,或 cld. 这 就 证 明了 4 是 z,2 的 最 大 公 因 子 .证 毕 . 

现在 我 们 来 考虑 一 类 更 特殊 的 整 区 , 称 为 欧 氏 整 区 . . 

定义 6-2 设 尺 是 一 个 整 区 且 存 在 从 R 的 非 零 元 集合 R* 到 非 负 整数 集合 
N 的 映射 8 适合 下 列 条 件 : | 

(1) 若 a, 6 € R 且 6 关 0, 则 存在 gq, r € 尺 适 合 a = bq 十 r, 且 或 者 r= 二 0 
或 者 6(7) = 6(2b); 

(2) 对 任意 非 零 元 a, 5, 总 有 6(a) 二 6(ab). 
则 称 RR 是 一 个 欧 氏 整 区 ,映射 5 为 欧 氏 赋值 . 

整数 环 Z 是 欧 氏 整 区 ;因为 这 时 可 令 8(n) = 二 | n |. 数 域 下 上 的 多 项 式 环 
F[x] 也 是 欧 氏 整 区 ,这 时 6(f(x))= 二 deg f(x). 

例 1 Gauss 整数 环 Z[V 二 了 ] = fm 十 nV 二 IT|n€ Z| 是 欧 氏 整 区 . 

证明 设 a=m 十 nV 一 1， 定义 8(a) 一 mi 十 nn, 则 56(a) EN， 6(ab) 一 

6(a)6(5). 设 5 关 0, 则 ab"! = jp 十 ww 一 1, 这 里 jy 与 v 是 有 理 数 , 现 令 w 与 v 是 


le 1z 一 "| 入 于 的 整数 ,再 令 e 一 4 一 ww 3 一， 一 于 是 
le | 过 言 ,171 生 于 .又 


4a 一 中 (xz 十 e) 十 (oz 十 力 V 一 二 bd 十 >， 


其 中 gg 二 ww 十 vv 一 了 EE ZIV 二 1], r= b(e 十 nV 一 1). 由 于 r= 二 a 一 bq, 故 
r € ZIv—1]. | 
又 
dr)=|r|=|16| (et?) 


<<15 (去 十 去 )= 二 562)， 
故 


6(7) < 90)， 


即 ”ZIv 一 1] 是 欧 氏 整 区 . 证 毕 . 
定理 6-2 网 氏 整 区 是 PID. 
证 明 设 1 是 欧 氏 整 区 R 的 理想 ,车 T= 0, 则 工 由 0 生成 . 现 设 I 取 0, 则 
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必 有 某 个 5 关 0, 5 E I 且 使 6(5) 最 小 . 作 45 生 成 的 主 理想 (5), 显 然 (5) 己 I 又 
设 a 是 I 中 任 一 非 零 元 ， 则 存在 g 及 r, 使 4 二 5g 十 r, 且 6(r) 过 68(5), 但 r= 
4a 一 bg EI. 车 r 头 0, 则 由 于 6(5) 是 1 中 最 小 者 , 故 与 5(5) 的 选取 矛盾 ,于 是 ， 
a 一 名 , 即 eE (4), 因 此 I= (56). 证 毕 

推论 6-1 欧 氏 整 区 是 唯一 分 解 环 ， 

我 们 已 经 证 明了 下 面 几 个 概念 的 从 属性 : 欧 氏 整 区 之 PID 之 Gauss 整 区 . 但 
反 过 来 不 一 定 成 立 , 即 Gauss 整 区 不 一 定 是 PID,PID 不 一 定 是 欧 氏 整 区 . 


习 题 


1. 设 民 是 一 个 PID, 若 (a) 站 (5) = (ce), 求证:c 是 a ,5 的 最 小 公 倍 元 . 

2. 设 民 是 一 个 PID, a, 5 是 两 个 非 零 元 素 ,d 是 它们 的 最 大 公 因 子 .求证 :存在 R 中 元 素 
s, t, 使 as 十 bt = d. 

3. 设 尺 是 一 个 PID, p 是 一 个 不 可 约 元 素 ， 求证 :RA(p) 是 一 个 域 .反之 , 若 a 是 可 约 元 ， 
则 RA(a) 不 是 整 区 . 

4. 设 尺 是 一 个 PID, 求 证 RR 的 任意 一 个 真理 想 都 可 以 唯一 地 表示 为 若干 个 不 可 约 元 素 

5. 若 (R, 6) 是 一 个 欧 氏 整 区 ,求证 : 

(1) 6(1) 委 8(a) 对 一 切 a 关 0 成立; 

(2) 若 a, 5 相伴 , 则 58(a) = 6(5); 

(3) 若 al5 又 6(a) = 906)， 则 a, 2 相伴 ; 

(4) 若 a, 8 非 霉 且 六 不 是 可 道 元 , 则 6(a) < 6(ab); 

(5) 若 a 是 RR 的 单位 , 则 6(a) = 6(1), 反之 亦 然 . 

6, 设 65 是 整 区 R 上 的 欧 氏 赋值 ,求证 ; 

(1) 若是 一 个 固定 的 整数 ,定义 R* 到 非 负 整数 的 映射 p:p(a) 一? 十 8(a). 则 pg 也 是 R 
上 的 一 个 欧 氏 赋值 ; 

(2) 若是 一 个 固定 的 整数 ,定义 R* 到 非 负 整数 的 映射 p:p(a) = n6(a). 则 gp 也 是 R 

7. 设 RR 是 一 个 欧 氏 整 区 , 令 NN = {fa € R|6(a) >>11, 间 NN 是 否 R 的 理想 ? 

8. 设 尺 是 整 区 ,$5 是 R' 到 非 负 整 数 集 上 的 映射 且 满 足 条 件 :对 a, bE R 且 5 关 0, 总 存 
在 gq, rE€R 使 4 = gb 十 r 且 或 者 r = 0 或 者 6(r) < 6(5). 求证 ;存在 R 上 的 一 个 欧 氏 赋值 q 
使 (R,， 9p) 是 欧 氏 整 区 . 

9. 设 ZIV2] = fm 十 nV2 | mm, n € Z|. 求证 :Z[V2] 是 一 个 欧 氏 整 区 . (提示 : 令 6(m 十 
nV2) 一 | zz — 2n: |) 

10. 试 证 :在 欧 氏 整 区 中 可 做 Euclid 思 转 相 除法 : 设 a1 ,as 是 R 的 非 零 元 . 令 a = qiaz 
十 aa， az 一 gas 十 ap ai 一 da 十 at，… 其 中 6(ain) 过 6(ai). 于 是 存在 自然 数 
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n, an 关 0, 但 a 二 0, 且 有 d= a 二 (al, az). (这 是 欧 氏 整 区 名 称 的 由 来 ) 


的 一 元 多 顶 融 旷 和 5 ， 
我 们 已 经 在 高 等 代数 课程 中 学 习 过 数 域 上 多 项 式 环 的 理论 . 一 般 域 上 多 项 
式 环 的 理论 与 数 域 上 多 项 式 环 的 理论 是 类 似 的 . 
设 下 是 一 个 域 ,z 是 一 个 未 定 元 ,F[z] 是 系数 在 下 中 的 z 的 多 项 式 全 体 ,其 
元 素 记 为 F(z) = a 十 az 十 … 十 anz", 这 里 nn 可 以 为 一 切 非 负 整数 . F[z] 在 多 
项 式 加 法 与 乘法 下 成 一 环 . 
若 f(x) Ee F[z], 定义 deg f(x) 为 F(z) 最 高 次 项 的 次 数 . 若 f(z) = ao 关上 0， 
则 deg f(z) 一 0. 若 f(z) = 0, 规定 deg f(z) = 一 oo, 于 是 有 下 列 引 理 . 
引 理 7-1 设 F(z),g(z)E F[z], 则 | 


deg (f(x)g(x)) = deg f(x)++ deg g(x) 


证 明 同 数 域 时 完全 一 样 , 故 从 略 . 
推论 7-1 FLzj] 是 一 个 整 区 . 
由 于 F[zj] 是 一 个 整 区 ,因此 F[z] 有 一 个 分 式 域 ,通常 记 为 F(z) ,其 中 元 素 


的 形状 为 帮 2 (g(z) 闫 0), 称 为 F 上 的 有 理 函 数 域 . 


， 引 理 7-2 给 定 下 [zj 中 两 个 多 项 式 f(x), g(xz), 其 中 g(xz) 关 0, 则 在 
F[z] 中 存在 q(x) 及 r(x), 使 


f(r) = qr (sr(a)s 
le Ys degr(x) = def g(x). 


证 明 尽管 这 个 引 理 的 证 明 与 高 等 代数 中 类 似 命 题 相同 ,我 们 仍然 写 出 证 
明 如 下 : 
若 deg f(x) 二 deg g(z), 则 已 不 用 再 证 , 故 可 设 


二 二 世间 由 汪 右 | 
下 (二 两 二 页 交 十 全 寺 丰 2 ， 
an 关 0,b, 关 0,m 宇 n， 
令 fi(2) (2) rE(), 


则 deg .fi(7x) 所 一 1. 


由 对 f(x) 次 数 的 归纳 法 可 假定 
f(x) = q(xr)g(r)+r(z), HB deg r(x)<deg g(x). 

这 样 一 来 ， f(x) —anbr x” "g(r) = qi(zx)g(r)+r(zr), 
因此 f(z+) = anb» zx” "g(z)+ q(xz)e(z)+r(z), 
只 需 令 ”a(x) = arp Zr 十 q(x)， 即 得 所 要 的 结论 . 证 毕 . 

定理 7-1 F[z] 是 欧 氏 整 区 . 

推论 7-2 F[x] 是 PID. 

推论 7-3 下 [zj 是 Gauss 整 区 . 


推论 7-4 F[z] 中 任意 两 个 多 项 式 f(x), g(xz) 都 有 最 大 公 因 子 d(x), 且 
存在 s(x), t(x), 使 


d(x) = s(xz)f(x)+it(zr)gs(zr). 


F[z] 中 的 不 可 约 元 就 是 不 可 约 多 项 式 , 即 不 再 能 分 解 为 两 个 次 数 低 于 原 多 
项 式 之 积 的 多 项 式 ,F[z] 的 不 可 约 元 就 是 素 元 . 

推论 7-5 _F[z] 中 任 一 多 项 式 都 可 唯一 地 分 解 成 为 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 
乘积 . 

引 理 7-3 F[z] 中 多 项 式 f(x) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 (f(z)) 是 下 [z] 的 极 
大 理想 . 即 不 存在 FLzj] 的 真理 想 了 真 包含 (f(z)). 

证 明 若 f(x) 不 可 约 , 且 T (f(z)), 由 于 F[zx] 是 PID, 因 此 了 可 由 一 个 
元 生成 , 记 (g(x)) = 二 工 由 (f(z)) CC (g《(z)) 得 g(x)|f(z), 但 这 只 有 在 g(x) 
一 < 或 g(z) = cf (zx) 时 才 可 能 ,这 里 c 隆 0, cEF. 当 g(x) 二 Cc 时 , (sg(z)) 一 
F[z]; 当 g(x) = cf (zx) 时 (g(x)) = (f(x)), 因 此 (f(x)) 是 极 大 理想 .反之 若 
(f(z)) 是 极 大 理想 ,假定 f(x) 可 约 , 则 f(z) = 户 (z) 户 (z)， 于 是 fi(x) 关 
cf (xz) E(fi(z)), 即 (f(z))C(A(z)). 但 (f(x)) 关 (fi1(z)), 这 与 (f(zx)) 
是 极 大 理想 矛盾 ,因此 f(x) 不 可 约 , 证 毕 . 

引 理 7-4 设 RR 是 带 1 的 交换 环 ,I 是 R 的 理想 且 1 关 RR, 则 IT 是 R 的 极 大 
理想 的 充 要 条 件 为 RAT 是 一 个 域 . 

证 明 设 工 是 极 大 理想 , 则 R/T 只 有 两 个 理想 :0 及 自身 ,因此 R/T 是 一 个 
域 . 又 若 RAI 是 域 , 假 设 J 了 是 民 的 理想 且 丁 刁 了 则 由 .R 的 包含 工 的 理想 集 与 
RZI 的 理想 集 之 闻 的 一 一 对 应 知 了 = 有 尺 , 因此 I 是 R 的 极 大 理想 . 证 毕 . 

推论 7-6 FLz] 中 多 项 式 f(x) 不 可 约 的 充 要 条 件 为 FLz]/A(f(z)) 是 一 
个 域 . 
例 1 设 下 是 有 理 数 域 , p(x) = x 一 2, 则 如 zz) 不 可 约 . 令 人 一 (Z 一 2)， 
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即 A 为 z: 一 2 生成 的 理想 ,于 是 F[z]j/A 是 一 个 域 . 这 个 域 里 的 任意 一 个 元 素 
可 写 为 (x) 十 A 的 形状 ,这 个 域 里 的 零 元 素 是 A, 即 所 有 能 被 z 一 2 整除 的 多 
项 式 组 成 的 理想 . 

若 deg f(x) 之 3, 则 可 用 除法 得 到 


f(x) = q(x)(x’ —2)+r(z), 
deg r(x) = 3, 


因此 f(x) 十 A = r(x) 十 A, 也 就 是 说 F[z]/A 中 元 素 皆 可 写 为 f(x) 十 4， 
deg f(x) < 3 的 形状 . 换言之 ,F[x]/A 的 任 一 元 的 代表 元 素 可 取 为 次 数 不 超 过 
.2 的 多 项 式 : ao 十 az 十 az ， 

例 2 设 下 是 最 简单 的 域 F= 2 = 10, 1}, p(xz) = 二 x 十 ZX 十 1 是 FF 上 的 
不 可 约 多 项 式 ( 它 在 下 中 没有 根 ) , 现 来 求 FLx]/(p(x)) 的 全 部 元 素 . 由 于 任 一 
多 项 式 除 以 zx? 十 zx 十 1 后 余 式 的 次 数 小 于 2, 因此 F[z]/(p(zx)) 中 元 的 形状 为 
az 十 co， 4a1，ao FF. 而 下 一 共 只 有 两 个 元 ,因此 只 有 如 下 几 种 可 能 性 :0, 1, 去， 
z 十 1, 这 就 是 F[z]/A(p(z)) 的 全 部 元 素 . 1 是 这 个 域 的 恒 等 元 , 碟 的 逆 元 是 
(Zz 十 1). 

现在 假定 S 是 域 F 的 扩张 , 即 下 是 环 S 的 一 个 子 环 (下 本身 是 一 个 域 ) 且 F 
的 恒 等 元 1 就 是 S 的 恒 等 元 , 设 S 也 是 一 个 交换 环 ,w 是 S 中 的 一 个 元 素 , 令 
F[u] = ao 十 a 十 … 十 anu" | ai € FF, nn 可 为 一 切 非 负 整 数 |, 考虑 上 的 多 
项 式 环 F[z]>F[w] 的 映射 9: ao 二 az 十 …… 十 aaz 一 ao 十 Qit 十 … 十 qnu” ,不 
难 验证 F[u] 是 S 的 子 环 且 7 是 F[z] 到 FF[wu] 的 映 上 同 态 . 如 果 7 是 一 个 同 构 ， 
则 称 w 是 上 的 一 个 超越 元 . 若 Ker y 关 0， 则 称 w 是 上 的 代数 元 . 当 是 超 
越 元 时 , ao 十 ay 十 … 十 at 二 0 当 且 仅 当 所 有 的 a; = 0. 当 x 是 代数 元 时 ， 
Kery 可 由 一 个 多 项 式 f(z) 生 成 ,这 时 F[wu] 宅 FLz]/(FCz)), 且 显 然 f(x) 一 0， 
即 w 适合 已 上 的 一 个 一 元 多 项 式 . 如 F(z) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 F[uj 是 下 
的 一 个 扩 域 , 即 包 含 下 的 域 . 代数 元 .超越 元 的 这 种 定义 方式 是 经 典 定义 的 自 
然 推广 . 

我 们 还 可 以 定义 多 项 式 根 的 概念 . 设 fF(z) € F[z]j, S 中 的 元 w 如 果 适 合 
f(u) = 0, 就 称 它 为 F(z) 的 根 . 若 x 是 已 上 的 代数 元 , 则 必 有 一 个 次 数 最 小 的 
首 一 多 项 式 f(z) ,使 * 是 它 的 根 , 这 个 多 项 式 称 为 代数 元 x 的 最 小 多 项 式 . 最 小 
多 项 式 是 唯一 确定 的 . 这 是 因为 若 f(z), g(x) 都 是 w 的 最 小 多 项 式 , 则 它们 首 
项 系数 都 为 1 且 次 数 相同 . 因此 f(x) 一 g(z) 的 次 数 小 于 f(z) 的 次 数 ,但 f(w) 
一 g(u) =0. 由 最 小 多 项 式 定义 即 知 只 可 能 f(x) 一 g(x) 一 0, 即 f(x)=g(zx). 

类 似 于 数 域 上 的 多 项 式 ,一 般 域 上 的 多 项 式 也 有 下 列 引 理 . 
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引 理 7-$( 余 数 定理 ) 若 f(z) € F[x], a E 下 , 则 存在 唯一 的 g(x), 使 
f(r) = (zx—~—a)g(z)+t fla). 
证 明 由 引 理 7-2 得 
f(x) = (zx~a)g(x)+r, 
显然 "= f(a). 若 另 有 9 (x), 使 
f(x) = (z 一 a)g(z) 十 Fe)， 
则 (z—a)g (zx)+ f(a) = (z 一 a)qg(z) 十 Fa)， 
因此 (zx 一 a)[g(x) 一 g (x)] 一 0， 于 是 q(x) = gq (x). 证 毕 . 

推论 7-7 (zx 一 a)|f(z) 的 充 要 条 件 是 a 为 f(z) 的 根 . 

定理 7-2 FLEz] 上 的 ”次 多 项 式 F(z)(2<0) 在 域 下 中 最 多 只 有 ?2 个 不 同 
的 根 . 

证 明 设 a,ar,…, ar 是 FFCz) 在 下 中 的 > 个 不 同 的 根 , 作 积 g(z) 一 (z 一 
Qi1)(z 一 qz)…(x 一 a,), 现 对 r 用 归纳 法 证 明 f(x) 可 被 g(z) 整 除 , 事 实 上 当 

二 1 时 就 是 引 理 7-5 的 推论 . 现 设 > 一 1 时 结论 成 立 , 则 
f(z) = (zt—a)(r—a)h(zr), 
因此 f(a,) = (a;,—a1)…(a,— ari)h(a,). 
但 是 a, 一 ai 关 0, 故 由 f(a;) = 0 可 知 ,h(a,) 二 0, 因而 h(z) = (zx 一 a,)k(z). 
于 是 
f(x) = (zx—a)(zr— a,)k(z), 
即 rn 证 毕 . 

利用 这 个 定理 可 证 明 域 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 7-3 任意 一 个 域 的 乘法 群 的 有 限 子 群 是 循环 群 . 

证 明 设 G 是 F* 的 子 群 且 阶 有 限 ,G 当然 是 Abel 群 ,由 $2.5 中 的 
定理 5-3 知道 ,G 为 循环 群 当 且 仅 当 G 的 阶 |G| 等 于 使 每 个 a€ G 有 有 a” 二 1 的 
最 小 正 整 数 m. 由 于 a's == 1 在 任 一 有 限 群 中 都 成 立 , 故 只 要 证 明 |G|==m 即 
可 . 现 已 有 各 委 |G | ,考虑 多 项 式 f(x) = x” 一 1, 它 在 下 中 至 多 有 m 个 不 同 的 
根 ,因此 | G | 过 m, 于 是 1G1= m. 证 毕 . 

推论 7-8 任 一 有 限 域 F 的 乘法 群 是 一 个 循环 群 . 

比如 2Z,(p 是 素数 ) 的 乘法 群 是 阶 为 p 一 1 的 循环 群 . : 
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习 题 


1. 设 F(z) = ao 十 aiz 十 az 好 十 … 十 az 1 十 zat E 下 (F 是 一 个 域 ), n >> 0, 作 
F[z1/(f(zx)), 记 wu = z+ (f(x)), 由 FIz]/(7Cz)) 中 的 任 一 元 均 可 叭 一 地 表示 为 下 列 形式 : 
bo 十 Bw 十 … “二 bi 1 » b:; € F. 

2. 设 F=Q, f(x)= x 十 3x 一 2， 证 明 :F[z]/(f(z)) 是 一 个 域 , 且 将 下 列 元 素 表示 为 
& 的 次 数 小 于 3 的 多 项 式 的 形式 ， 

(2x: 十 zx 一 3) (3w CO— 4u 1); 
(wr — ut 4)7!. 


这 里 w= ZX+ (f(r)). 
3. 利用 下 二 Z4 及 多 项 式 x 十 zx? 十 1 构造 一 个 由 8 个 元 素 组 成 的 域 . 
4， 构造 一 个 由 25 个 元 素 组 成 的 域 . 
5. 设 下 是 一 个 由 g 个 元 素 构成 的 有 限 域 , F"” = jal, Qs ，…，as-j. 求证 : ataz…ao- 
6. 设 下 = Z,,p 是 一 个 素数 ,f(z) 是 下 上 的 n 次 不 可 约 多 项 式 ,求证 :FLz]/(fCz)) 是 
由 加 个 元 素 构成 的 域 . 
7. 设 F[z] 是 域 玉 上 的 多 项 式 环 , 求 证 :F[z] 中 的 可 逆 元 就 是 非 零 常数 多 项 式 . 
8. 设 F[z] 是 域 下 上 的 多 项 式 环 , 9 是 下 [zj] 的 自 同 构 旦 保持 下 中 元 素 不 动 ,求证 :存在 
a,bEFHa 关 0 使 g(x) 一 az 十 
9. 设 记 是 一 个 素数 , FF = 2Z,. 求证 :对 任意 的 a € 下 , 多 项 式 x? 十 a 是 F 上 可 约 多 项 式 . 
10. 设 民 是 一 个 整 区 , 坟 是 民 的 全 体 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 ,G 是 LU 的 有 限 子 群 , 则 G 是 
循环 群 ， 
11, 设 7 是 忆 到 Zu. 的 自然 同 态 7(e) 一 元 作 ZLz] 到 Zou[z] 的 映射 p: 
92(ao 十 az 十 … 十 anz") 二 yao) 十 Ta1)z 十 十 ar)z". 
求证 : 
(1) 9 是 环 满 同 态 ; 
(2) Kerp = (m) ,因此 ZL[z] Zr]/(m); 
《3) 若 Az) 是 Z[z] 中 次 多 项 式 ,g(f(z)) 在 Zoo[z] 中 不 能 分 解 为 两 个 次 数 小 于 =” 的 多 
项 式 , 则 F(z) 不 可 约 ; 
(4) 利用 (3) 证 明 多 项 式 zx; 十 17z 十 36 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
12. 设 下 是 有 限 域 含 有 9g 个 元 素 ,求证 : 
(1) 存在 下 上 次 数 不 同 的 多 项 式 f，g, 但 是 它们 在 下 上 取 值 相同 , 即 f(a) : = 一 g(a) 对 一 
切 a € 下 成 立 ; 
(2) 若 限 定 f,g 的 次 数 小 于 g ,假定 f(a) = g(a) 对 一 切 a € F 成 立 , 则 f= g; 
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(3) 对 任意 的 多 项 式 f, 必 存在 次 数 小 于 gq 的 多 项 式 g 使 f(a) = g(a) 对 一 切 a€ 下 
成 立 . l 
13. 设 正 是 有 限 域 含有 4 个 元 素 ,a 是 下 中 某 个 元 素 , 求 证 :存在 上 多 项 式 f(x), 使 
f(a) = 0 且 对 一 切 b 关 a, f(b)=1. 
i 设 R F[z] 是 数 域 F 上 的 多 项 式 环 ,加 Es ts Ps 是 R 中 的 元 素 . 求证 : pi， 
p:，…，p, 互 素 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 RR 上 行列 式 等 于 1 的 n 阶 矩 阵 , 且 该 算 阵 的 第 一 行 就 
是 (pi , ps, '…, p;). 


在 这 一 节 中 环 R 始终 假定 是 含 恒 等 元 1 的 交换 环 . 
我 们 已 定义 了 R[z], 环 尺 上 的 多 元 多 项 式 , 可 用 归纳 法 来 定义 : 


Rls Ey ;| 二 RE 2， ”9 i J ls 


对 R[z] 中 的 元 与 上 节 一 样 可 定义 次 数 , 且 不 难 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 8-1 若 DD 是 一 个 整 区 , 则 D[zj] 也 是 整 区 . 

推论 8-1 若 卫 是 一 个 整 区 , 则 D[zi, xs,…, Zz;] 也 是 整 区 . ; 

定理 8-1 设 尺 是 带 恒 等 元 的 交换 环 ,> 是 一 个 正 整数 , 则 R[x ， zz, …， 
x;] 满 足 如 下 的 泛 性 : 设 S 是 任意 一 个 带 恒 等 元 的 交换 环 ,p 是 RR 到 S 内 的 环 
同 态 ,ww ， i w 是 :SS 中 r 个 元 素 , 则 必 存 在 RI zi, WY Zr] 到 S 中 唯 
一 的 环 同 态 5, 使 对 一 切 & 入 R 有 p(a) = pg (a), 且 F(xi) 三 ;Wi5! 地 1 
Be 

证 明 对 > 用 归纳 法 . 当 ~ 王 1 工时, 令 

5(co 十 aiz 十 …… 十 anz?) 一 Ja) 十 P(a)2 十 十 0(ao)t， 


不 难 验证 5 是 R[x] 到 S 内 的 同 态 , 当 多 项 式 为 零 次 时 有 5(a) = g(a), a € R; 
又 5(z) == wu, 由 于 R[xz] 由 R 及 zx 生成 ,因此 符合 要 求 的 同 态 9 唯一 . 
现 假设 对 7 一 1 时 结论 正确 , 即 存 在 8g: R[z ，…，zr] 一 S, p(X;) 一 


ui(i ot 3 2， 的 7 一 二 5(a) es 9 (a), a 三 Re 视 R[zi, 2， 0 | 
R[z，…，zr][z], 利用 7 二 1 时 的 结论 gp 可 扩张 为 8, 使 8(z,) 一 zw， 而 在 
RLzi A ww 9 过 9， 故 g(a) = g(a), a ER;G(Zz;) = g(xi) 3 Wis = 1, 


2,…, 7 一 1. 唯一 性 显然 . 证 毕 . 

推论 8-2 同一 个 环 R 上 的 两 个 + 元 多 项 式 环 必 同 构 . 

证 明 设 R[zi， Rs zx,] 及 RLy, dR y;] 都 是 R | 个 未 定 元 多 
项 式 环 , 设 g 是 R 一 R[yi,…, y;] 的 同 态 : g(a) = 二 a, 它 可 以 扩张 为 RLzi,…， 
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2] 一 R[y ，…，y] 的 同 态 8. 同样 设 y 是 R->R[z,，…, xi] 的 同 态 , (a) = a， 
它 也 可 以 扩张 为 5:R[y，…, ys]>R[zi，…, xz]. 又 上 述 的 5, 适合: 5(x;) 
二 yi Yo = zi, 由 此 知 $$ = 二 1( 这 里 1 表示 恒 等 映 射 ). 同 理 gy 二 1, 故 9 
是 同 构 . 证 毕 . 

推论 8-3 设 R[Lzi,…, zx,] 是 RR 上 7 元 多 项 式 环 ,x 是 11, 2,…, 7| 的 一 
个 置换 , 则 存在 唯一 的 R[xi,…, zx,] 的 自 同 构 yq, 使 得 对 一 切 a € R, g(a) =a; 
p(Xi) = Tr) ,i= 1,2,.,7. | 

REz ，…，zr] 中 元 oz 好 …zr 通常 称 为 单项 式 ,R[z ，…，z,] 中 一 
般 元 素 的 形状 为 

Dan sry zy rr (有 限 和 ). 

现 要 证 明 这 样 一 个 事实 :R[x,, …, zx,] 中 两 个 多 项 式 相等 的 充 要 条 件 是 每 
个 单项 式 前 的 系数 相等 . 事实 上 这 只 需 证 明 >ya za… 刀 一 0 当 且 仅 当 
ai.… 一 0 即 可 .这 可 用 对 ~ 的 归纳 法 来 证 明 : 当 ~ 一 1 时 显然 , 设 当 r 一 1 时 结论 为 
真 . 视 R[z ，…， zx] 为 R[x ，…， zi1][z,], 将 》)asiz?…zy 变 为 R[xi,…， 
”zi] 上 的 一 元 多 项 式 已 Aixi = 0. 由 一 元 多 项 式 的 性 质 知 A，= 0, 而 
A; = Dai ry …2z ,由 归纳 假设 得 aa = 0. 

利用 多 元 多 项 式 我 们 可 以 定义 代数 无 关 的 概念 . 设 R 是 S 的 子 环 ( 恒 等 元 
都 是 1 且 都 交换 ) ,wu ,…, w, E 5S, 我 们 有 R[zi,，…, Zz,]>R[w,…,w,| 的 同 
态 g 将 zi 一 us a>a (a € R). 这 时 , 若 g 是 同 构 , 则 称 w,…, w, 是 R 上 r 个 代 
数 无 关 元 ,否则 称 为 代数 相关 元 . 代数 相关 与 代数 无 关 可 以 看 成 是 代数 元 与 超越 
元 概念 的 推广 . 显然 ,wl ，…, wu, 在 RR 上 是 代数 无 关 的 充 要 条 件 是 

Da ut tr 一 0 当 且 仅 当 ai = 0. 

车 R 是 域 , 则 有 如 下 重要 定理 . 

定理 8-2 设 下 是 无 限 域 ( 即 元 素 个 数 无限 ), 则 对 下 上 的 任 一 7 元 非 零 多 
项 式 F(z xs， …, Xx;) € F[z1 ,xz，*…， ZX;] (Zi 为 未 定 元 ), 必 存在 一 组 元 素 
aa …oarE 开 ,使 Fo， as,…, ar) 关 0. 

证 明 当 r== 1 时 ,由 于 一 元 nn 次 多 项 式 在 F 中 最 多 只 有 7 个 不 同 的 根 ,而 
下 无 限 ,因此 必 有 a 使 f(a) 关 0. 现 假定 当 r 一 1 时 结论 成 立 , 记 

f(zi, Xz, Ti)=Bo+Biz,dt+ Bz 二.…++B,r’, 

这 里 B; € F[xzi, zs ，…，zr 1]. 不 妨 设 B, 一 B,(z1, Xx2， ,Xi1) 天 0, 于 是 
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由 归纳 假设 ,存在 1， as ，…， cr- ,使 B,(a1， as，…, 4.1) 关 0. 这 样 
(aa 1 Zr ) 一 了 Bo(ai， ”9 ar-1) 十 Bi(ai， 四 Qi 
十 … 十 号 (ai ,Ql )z» 天 0， 


但 这 是 一 元 多 项 式 且 非 零 , 故 有 a, € 下 使 f(a ，a ，…，ar) 天 0. 证 毕 . 
.下面 要 证 明 这 样 一 个 重要 事实 : 若 R 是 Gauss 整 区 , 则 R[xz] 也 一 定 是 
Gauss 整 区 . 

设 R 是 Gauss 整 区 , 则 尺 中 任意 有 限 个 元 素 都 有 最 大 公 因 子 . 设 f(x) = 
ao 十 az 十 … 十 ansz"， 如 果 ao ,al，…, a 的 最 大 公 因 子 为 1, 则 称 f(x) 是 一 个 
本 原 多 项 式 . 对 一 个 不 是 本 原 多 项 式 的 多 项 式 ， 可 通过 提取 公 因 子 的 办 法 使 它 变 
成 RR 的 一 个 元 素 c 与 一 个 本 原 多 项 式 的 乘积 , 

引 理 8-2 设 R 是 一 个 Gauss 整 区 ,F 是 R 的 分 式 域 且 f(z) 是 F[zxj] 中 的 
非 零 多 项 式 , 则 f(x) = rf1(zx), 这 里 r+ € 下 且 f1(x) 是 R[xz] 中 的 本 原 多 项 式 . 
又 ,上 述 分 解除 了 差 一 个 R 的 单位 外 是 唯一 确定 的 . 

证 明 设 f(x) = 二 ao 十 qz 十 … 二 ar”, ai: EF, a 天 0, 令 ai 一 co， 

b; € R, 又 令 b= bobi…b,, 则 bf (x) € R[xz], 因此 bf (zx) = cfi(z), f(a) E 
R[xz], 且 为 本 原 多 项 式 .于 是 f(x) = rf1(x), 其 中 r= 二 cb GE 开设 FGz) 一 
er:(z), 6€E FF, f(x) 是 RLzj 的 本 原 多 项 式 , 则 5 = de ,这 里 4,e€ R, 因此 
cb 1fi(x) 二 de!'f,(z), cef1(z) = bdf:(x). 由 于 ce 和 bd 都 是 同一 个 多 项 式 
的 最 大 公 因 子 , 故 ce~bd， fi (zx)~fa(z). 令 bd = wuce,w 是 R 中 一 个 单位 ,于 
是 de != 二 wcb : , 即 有 8 一 wur. 证 毕 . 

推论 8-4 FR 是 Gauss 整 区 , 若 f(x) 与 g(x) 是 R[xz] 中 的 本 原 多 项 式 , 且 设 
它们 在 F[zj 中 是 相伴 元 , 则 它们 在 R[xj 中 也 相伴 . 

证 明 设 f(x) = ag(x), a 关 0, a EF, 由 引 理 8-2 知 a 是 R 的 单位 , 故 
f(z)~g(z). 证 毕 . 

引 理 8-3(Gauss 引 理 ) 本 原 多 项 式 之 积 仍 是 本 原 多 项 式 . 

证 明 设 f(z), g(x) 为 本 原 多 项 式 ,但 h(xz) = f(z)g(zx) 不 是 本 原 多 项 
式 , 于 是 存在 R 中 不 可 约 元 (因而 也 是 素 元 )p ,使 p 不 能 整除 f(x),p 也 不 能 整 
除 g(zx), 但 pjh(zx). 又 pp 是 素 元 等 价 于 尺 =R/(p) 是 整 区 ,因此 R[xz] 也 是 整 
区 . 作 R[x] 一 R[z] 的 同 态 :对 a € R,a 一 4 二 a 十 (p), zx 一 Xx, 于 是 f(x)8(x) 
二 h(x) 二 0. 但 (zx) 关 0, (zx) 关 0, 这 与 ER[z] 是 整 区 矛盾 .证 毕 . 

引 理 8-4 设 f(x) € R[xz], deg f(x) 这 >0, 且 f(x) 在 RLzj] 中 不 可 约 , 则 


114 抽象 代数 学 


f(x) 在 F[x] 中 也 不 可 约 , 这 里 是 R 的 分 式 域 . 

证 明 由 于 f(x) 在 R[xz] 中 不 可 约 , 故 f(x) 是 本 原 多 项 式 . 若 f(z) 在 F[zxz] 
中 可 约 ; f(z) = g(r)p(r), pi(7x) € Flzx], 且 deg p:(7) >0, 则 p(x) = 
aifi(z), a: € F, 且 f(z) 在 R[xz] 中 是 本 原 多 项 式 , 于 是 f(x) = 
aazfi(z)fi(x), 由 上 述 引 理 知 廊 (z) 户 (z) 是 本 原 多 项 式 ,jz) 与 万 (z) 户 (z) 
只 差 一 个 RR 中 的 单位 . 由 于 deg fi(x) >>0, 故 这 与 f(x) 在 R[zj 中 不 可 约 是 矛 
盾 的 .证 毕 . - 

定理 8-3 若 尺 是 唯一 分 解 环 , 则 R[xz] 也 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 设 f(x) € R[z]， f(x) 关 0, 且 f(x) 也 不 是 单位 , 则 
f(z) 二 difi1(zx), 这 儿 d € R, (zx) 是 本 原 多 项 式 ; 若 deg 广 (z) 盖 0, 则 请 (z) 
不 是 单位 . 又 若 它 不 是 不 可 约 的 , 则 户 (z) = fh1(zx) fis (xz), 这 里 deg f(x) > 0， 
deg fu(z) < deg f1(z). 显然 fi(zx) 仍 是 本 原 多 项 式 ,于 是 可 不 断 做 下 去 得 到 
有 (Xz) 二 qi (xz)qs (zx)…g,(z), 其 中 g(x) 是 R[xz] 中 不 可 约 多 项 式 . 又 若 d 不 是 单 
位 , 则 4 =pips…p;, p; 在 R 中 不 可 约 ,因而 在 R[x] 中 也 不 可 约 , 于 是 f(x) 一 
Pi…p:q1(z)…g(zx) 是 一 个 不 可 约 分 解 . 接 下 来 需要 证 明 这 种 分 解 的 唯一 性 . 首 
先 设 f(z) 是 本 原 多 项 式 , 则 它 的 不 可 约 因子 的 次 数 都 大 于 零 . 如 果 f(x) = 
q(xz)…qi(z) 一 gz)…at(z)， 这 里 qi(z) 及 g:(z) 皆 为 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 
项 式 ,由 引 理 8-4, 这 些 多 项 式 在 F[z] 中 也 不 可 约 , 但 下 [z] 是 唯一 分 解 环 , 故 
h 二 上 , 且 经 过 适当 的 置换 后 %(z) 一 9%: (zx). 再 由 引 理 8-2 的 推论 可 知 ,在 R[z] 
中 gq;(x)~gq; (x). 次 设 f(x) 不 是 本 原 的 ,由 于 .f(zx) 的 次 数 大 于 0 的 不 可 约 因子 
是 本 原 多 项 式 ,因此 它们 的 积 也 是 本 原 多 项 式 , 由 引 理 8-2 的 证 明 可 知 ,对 f(z) 
的 任意 两 个 不 可 约 分 解 


f(z) = pi psfi(r) f(x) = pi panf i (x) fit), - 
有 Pips ~ preph, f(x) f(r) ~ fi (x) fs (x), 


于 是 由 R 是 唯一 分 解 环 以 及 刚才 证 明 的 f(z) 是 本 原 的 情形 即 得 要 证 的 结论 . 
证 毕 . 

推论 8-5 若 尺 是 唯一 分 解 环 , 则 RLzi ，z ，…，z] 也 是 上 唯一 分 解 环 , 特 
别 , 任 一 域 上 的 多 元 多 项 式 环 都 是 唯一 分 解 环 . 


习 题 


1. 设 Z[z] 是 整数 环 Z 上 的 多 项 式 环 ,p 是 Z[z] 的 自 同 构 ,求证 :存在 6E€V 使 
p(x) = 土 x 十 b. 
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2. 设 尺 二 Z[x], 了 T 是 由 2 和 x? 十 x 十 1 生成 的 理想 ,求证 :R/I 是 一 个 域 . 

3. 设 I 是 环 R = Z[z] 中 由 x 一 7 和 15 生成 的 理想 ,求证 : R/T 儿 4;. 

4, 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,R[x] 是 尺 填 多 项 式 环 . 设 f(z) = ao 十 aiz 十 … 十 anz"， 求 
证 :f(z) 是 可 道 元 的 充 要 条 件 是 ae 为 R 中 的 可 道 元 , a;(i = 1, 2, …, n) 是 尺 中 的 寡 零 元 . 

5. 设 V 是 数 域 上 的 n 维 行 向 量 空 间 , R 二 F[zxi, zs,…, zs] 是 下 上 nn 元 多 项 式 环 . 
若 f(x， zz ，…, zr) 是 RR 中 元 素 , 则 f 可 以 看 成 是 V 上 的 函数 , 即 若 a = (41, as,…, a,)， 
则 f(a) = f(a1, a:,，…, an) € F. 假设 S 是 V 的 子 集 ,定义 I(S) = If € RIf(a)=0 对 
所 有 的 a € Si}. 证 明 : 

(1) I(S) 是 尺 的 理想 ; 

(2) 若 SSCT, 则 I(T) 1(S); 

(3) 若 S，S: 是 V 的 子 集 , 则 ICSuU S;)= TS ) N17(S;). 

6. 设 I 是 R 的 理想 并 设 I[zl ,… ,zz; ] 表 示 R[xzi ,…, z;] 中 系数 都 在 I 中 的 多 预 式 全 
体 ,求证 :I[zi，…, z,] 是 Riz ,…，, x,] 的 理想 ,县 R[x ,xz ]/I[x,…, zx;] 和 (R/T) 
[yi 人 yj, 这 里 yi 站 的 可 yr 是 RAT 上 的 未 定 元 . 

7. 设 下 是 无 限 域 , 若 f(z ,，…, xz,) € F[zi,，…, zi], g(x1，…, Zz) 是 另 一 多 项 式 .假定 
对 g(a1，…, a;) 关 0 的 一 切 (al,…, a;) 都 有 f(al,…,a,) = 0, 求 证: f(z1,…, zx) 二 0. 

8. 设 尺 是 Gauss 整 区 ,f(zx)ER[z] 是 首 一 多 项 式 ,F 是 R 的 分 式 域 ,求证 :f(z) 在 F[z] 
中 首 项 系数 等 于 1 的 因子 必 含 于 R[xz] 中 . 

9. 若 刀 是 一 个 整 区 但 不 是 域 ,求证 :D[z] 必 不 是 PID, 由 此 推出 域 下 上 的 二 元 多 项 式 环 
(更 一 般 地 多 元 多 项 式 环 )F[zi, x; ] 不 是 PID. 这 给 出 了 'Gauss 整 区 不 是 PID 的 例子 . 

10. 设 尺 是 含 恒 等 元 交换 环 ,R[[x]] 是 RR 上 形式 竹 级 数 环 , f == ao 十 a1z 十 azx? 十 … 是 
R[[z]] 中 的 元 ,求证 :f 可 道 的 充 要 条 件 是 ao 是 R 的 可 道 元 . 


本 节 中 涉及 的 环 都 假定 为 含 恒 等 元 的 交换 环 . 

定义 9-1 设 P 是 环 R 的 理想 且 P 关 R, 若 对 R 中 元 素 4a,65 从 ab€EP 可 
推出 a EP 或 者 b € P, 则 称 P 是 环 R 的 素 理想 .( 素 理想 在 代数 几何 中 有 非常 
重要 的 应 用 ). 

定理 9-1 环 尺 的 理想 P 是 素 理想 的 充 要 条 件 是 R/P 是 整 区 . 

证 明 设 卫 是 素 理想 , 若 a5,5E R/P 有 ab = 二 0, 则 ab € P. 因为 P 是 素 理 
想 , 故 a, 至 少 有 一 个 落 在 P 中 ,也 就 是 a 二 0 或 5 = 0. 所 以 RA/P 是 整 区 . 

反之 , 若 ab€P, 即 在 R/P 中 ab ==0. 因为 R/P 是 整 区 , 故 或 者 #5 二 0, 或 
者 =0, 即 <c<EP 或 52E P. 

证 毕 . 

推论 9-1 环 RR 的 极 大 理想 必 是 素 理 想 . 
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证 明 设 极 大 理想 为 M, 则 RAM 是 域 ,当然 是 整 区 . 因此 M 是 素 理想 . 

对 一 个 有 恒 等 元 的 环 而 言 , 素 理想 总 是 存在 的 .事实 上 我 们 可 以 证 明 一 个 更 
强 的 结论 . 

定理 9-2 设 RR 是 含 恒 等 元 的 交换 坏 ,I 是 它 的 一 个 理想 且 了 关 R, 则 了 一 
定 含 在 R 的 某 个 极 大 理想 之 中 ， 

证 明 令 立 是 R 中 包含 工 但 是 不 含 恒 等 元 1 的 理想 集合 . 显然 T 在 中， 
因此 非 空 . 在 包含 关系 下 ,成 为 一 个 偏 序 集 .假定 S = {Li 是 三 的 一 条 链 , 容 
易 验证 了 二 U 1 是 理想 且 包 含 T 但 是 不 含 1, 所 以 它 是 该 链 的 上 界 . 由 Zorn 引 理 知 
道 瑟 含有 极 大 元 . 显然 这 个 极 大 元 就 是 包含 的 极 大 理想 . 证 毕 . 

推论 9-2 任意 一 个 含 恒 等 元 的 环 都 有 极 大 理想 . 

证 明 在 上 述 定理 中 取 7 为 零 理 想 即 可 . 证 毕 ， 

注 定理 9-2 的 证 明 对 非 交 换 环 也 对 ,因此 含 恒 等 元 的 非 交 换 环 也 有 极 大 
理想 . 

推论 9-3 尺 中 的 任 一 不 可 逆 元 素 均 含 在 某 个 极 大 理想 之 中 . 

证 明 设 a 是 R 的 不 可 逆 元 , 则 a 生成 的 理想 (a) 夭 尽 , 由 定理 即 得 (a) 含 
于 某 个 极 大 理想 中 . 证 毕 . 

由 推论 9-3 知道 , 若 BB 是 R 的 所 有 极 大 理想 的 并 (或 所 有 素 理想 的 并 ) , 则 
R 一 B 就 是 R 的 可 道 元 全 体 组 成 的 乘法 群 . 一 般 来 说 ,B 不 是 一 个 理想 . 如 果 B 
是 理想 ,当然 它 必 是 极 大 理想 ,于 是 R 只 有 一 个 极 大 理想 ,这 个 理想 由 RR 的 所 有 
不 可 逆 元 素 组 成 ,这 样 的 环 称 为 局 部 环 ( 参 见 本 章 第 二 节 的 习题 ): 

定义 9-2 交换 环 R 所 有 素 理想 的 变 是 尺 的 理想 , 称 为 R 的 小 根 . 

定理 9-3 ”交换 环 R 的 小 根 等 于 R 的 所 有 和 宕 零 元素 和 和 零 元 素 组 成 的 理想 即 
R 的 席 零 根 . | 

证 明 、 记 尺 的 小 根 即 素 理 想 之 交 为 1,R 的 齐 零 元 素 和 零 组 成 的 理想 为 
N. 设 a 是 军 零 元 , 则 存在 自然 数 & 使 a* = 0, 因此 a: 属于 任 一 个 素 理想 ,于 是 a 
也 属于 每 一 个 素 理想 ,这 表明 六 和 工 反之 , 若 ae 了 , 要 证 明 a 是 一 个 第 零 元 . 
假定 不 然 , 作 集合 S= fa, az , a’,…|. 令 5 是 R 中 和 S 不 相交 的 理想 集合 , 因 
为 S 中 没有 零 元 素 , 因 此 零 理 想 属于 3, 即 不 是 空 集 .多 在 集合 包含 关系 下 成 
为 一 个 偏 序 集 . 假定 A = {1| 是 的 一 条 链 ; 则 U I 是 理想 且 和 S 不 交 , 故 链 A 
有 上 界 . 由 Zorn 引 理 知道 只 有 极 大 元 . 设 M 是 3 的 极 大 元 , 现 要 证 明 M 是 素 理 
想 . 假定 bc E M 但 是 b,c 都 不 属于 M. 于 是 M 十 (8) 和 M 十 (c) 都 是 严格 包含 
M 的 理想 ,所 以 都 和 S 相交 , 不 妨 设 a" € M 十 (5), a" € M 十 (c). 由 此 可 推出 
an E M 十 (bc). 这 表明 M 十 (5c) 不 是 中 元 素 ,所 以 bc 不 是 M 中 元 素 ; 引 出 
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矛盾 ,这 就 证 明了 M 是 素 理想 . 现在 我 们 得 到 了 一 个 素 理想 ,而 a 不 属于 其 中 ， 
和 a 的 假定 矛盾 . 证 毕 . 

定义 9-3 ”交换 环 RR 的 所 有 极 大 理想 的 交 J 是 一 个 理想 , 称 为 R 的 大 根 或 
Jacobson 根 . 

定理 9-4 环 尺 中 元 素 a 属于 大 根 J 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 > € R, 元 素 
1 一 ar 是 可 道 元 . 

证 明 假设 aE J 如果 存 在 某 个 元 素 r 使 1 一 ar 不 是 可 闭 元 , 则 因为 每 个 
非 可 逆 元 均 属 于 某 个 极 大 理想 ,所 以 1 一 ar 属于 某 个 极 大 理想 M. 因为 a 属于 所 
有 极 大 理想 , a € M, 这 将 导致 1= (1 一 or) 十 ar E M, 和 M 是 极 大 理想 矛盾 . 

反之 ,车 a 不 属于 某 个 极 大 理想 M, 则 M 十 (a) = R. 因此 1= or 十 0, 其 中 
bE M,r € R. 于 是 存在 >, 使 1 一 ar = bE M 不 是 可 道 元 ,证 毕 . 

例 1 设 忆 是 整数 环 ,了 是 PID, Z 中 理想 (m) 是 素 理想 的 充 要 条 件 是 m 是 
素数 . 这 时 (m) 也 是 极 大 理想 . 

例 2 设 F[z] 是 域 下 上 的 多 项 式 环 ,F[zx] 中 理想 I 一 (f(x)) 是 素 理想 当 
且 仅 当 f(x) 是 不 可 约 多 项 式 . 事实 上 ,这 时 FF[z]/(F(z)) 是 域 ,因此 工 是 极 大 

例 3 设 R 是 PID, 则 RR 中 理想 (a) 是 素 理想 的 充 要 条 件 是 a 是 素 元 . 这 时 
(4) 也 是 RR 的 极 大 理想 .事实 上 ,R/(a) 是 一 个 域 . 

例 4 设 R= ZIlz] 是 整数 多 项 式 环 . 则 理想 (2, z) 是 极 大 理想 因而 也 是 素 
理想 . 理想 (xz) 是 素 理想 而 不 是 极 大 理想 . 

证 明 因为 RA(zx) 综 Z 是 整 区 而 不 是 域 ,因此 (xz) 是 R 的 素 理想 而 非 极 大 
理想 . 又 RA(2, zx) 综 是 一 个 域 ,所 以 (2, zx) 是 极 大 理想 . 

命题 9-1 (1) 设 P,，…，P, 是 环 R 的 n 个 素 理想 ,I 是 R 的 理想 .已 知 
I CU;_iP;, 则 必 存 在 某 个 1 委 ;i 委 ”适合 IS Pi. 

(2) 设 荆 ,…, I 是 R 的 n 个 理想 ,P 是 包含 站 :7 的 素 理想 , 则 存在 其 个 
二 EP. 又 若 忆 一 站 则 存在 某 个 i,P = 于. 

证 明 (1) 现 用 对 的 归纳 法 证 明 下 列 结论 : 若 I 不 属于 每 个 P;, 则 了 必 不 
属于 U Pi.n 一 1 时 结论 显然 . 现 设 结论 对 n 一 1 成 立 . 于 是 对 每 个 1 委 ;i 委 ” 存 
在 元 素 a; € 也 但 是 ai .不 属于 除 P; 以 外 的 任 一 个 P;. 这 时 如 果 存 在 某 个 a; 也 
不 属于 P;; 则 显然 1 不 属于 U P,, 命题 得 证 . 若 不 然 , 每 个 4a; € Pi. 令 


人 
2 一 > aa "Ai1QiH Un, 
;一 了 


则 bE 工 而 2 不 属于 每 个 Pi, 即 了 不 属于 U P:. 
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(2) 假设 对 每 个 i, 五 不 包含 在 P 中 , 则 存在 we 天 而 a; 不 在 P 中 .因为 P 
是 素 理想 , 故 QI …Qn 不 在 P 中 ,而 显然 QI …Qn En I; 中 . 这 将 导致 FR 不 包含 
从 下， 

又 若 P== 站 1. 由 上 知已 包含 某 个 天 ,而 已 知 P 含 于 每 个 1; 中 ,所 以 
了 == I, 证 毕 . 


司 题 


1. 设 R= Z[zx], 求证 :R 中 由 元 素 z 和 m (m E Z) 生成 的 理想 是 素 理想 的 充 要 条 件 是 
m 是 素数 . . 

2. 设 尺 是 含 恒 等 元 环 (不 假定 是 交换 环 ) ,P 是 R 的 理想 . 若 有 两 个 理想 I, J 适合 IJ 对 
己 , 则 或 者 TS P 或 者 三 P, 则 PP 称 为 R 的 素 理想 , 证明: 当 尺 是 交换 环 时 ,这 个 定义 和 课文 
中 的 定义 一 致 . 

3. 设 尺 是 交换 环 ,R 中 任意 元 a 都 适合 a" = a (n 可 能 依赖 于 a) ,求证 :R 的 每 个 素 理想 
都 是 极 大 理想 . | 

4. 设 尺 是 区 间 [0, 1] 上 连续 函数 全 体 组 成 的 交换 环 . M 是 R 的 理想 , 则 M 是 极 大 理想 
的 充 要 条 件 是 ,存在 [0, 1] 中 的 一 个 数 ,使 M = {f(zx) | f(a) = 01. 

5. 设 RR 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,I 是 其 理想 . 若 已 是 包含 工 的 素 理想 , 则 PAIT 是 RVI 的 素 
理想 .反之 , 若 P 是 包含 T 的 理想 且 PVAI 是 素 理想 , 则 了 是 R 的 素 理想 . 

6. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,IT 是 R 的 理想 ,证 明 :Rad(1) 等 于 尺 中 所 有 包含 T 的 素 理 
想 之 交 . 

7. 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,R[z] 是 R 上 的 多 项 式 环 ,求证 :R[z] 的 大 根 和 小 根 相等 . 

8. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,假定 尺 中 真 包 含 小 根 的 理想 都 至 少 含有 一 个 非 零 的 寡 等 
元 , 则 R 的 大 根 等 于 小 根 . 

9. 设 R 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,P 是 RR 的 素 理想 . 求证 : 

(1) 集合 S = R 一 P 是 乘法 封闭 集 ; 

(2) 环 Rs 是 一 个 局 部 环 且 它 的 唯一 极 大 理想 T= {[a, s] |a€ P,sE€Si. 

10. 求证 : 域 玉 上 的 形式 帘 级 数 环 是 一 个 局 部 环 . 

11. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,Q 是 理想 . 若 从 ab & Q@ 可 以 推出 或 者 a € Q 或 者 存在 某 
个 &, 使 多 E Q, 则 Q 称 为 R 的 准 素 理想 . 求证 :整数 环 乙 中 的 非 平 凡 理想 (m) 是 准 素 理想 的 
充 要 条 件 为 m 是 某 个 素数 帘 . 

12. 设 尺 是 含 恒 等 元 的 交换 环 ,Q 是 R 的 准 素 理想 .求证 :Rad(Q) 是 R 的 素 理想 . 


本 节 中 涉及 的 环 都 是 有 恒 等 元 的 环 ,但 不 一 定 是 交换 环 . 
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定义 10-1 设 尺 是 含 恒 等 元 的 环 ,M 是 一 个 加 法 群 . 假定 定义 了 RX M 到 
M 的 映射 (r, x) 一 rz 适合 下 列 条 件 : 

(1) 1 zz 一 工 对 一 切 zE M 成 立 ; 

(2) r(z 十 y) 二 区 十 ry 对 一 切 r € R, zx, y € M 成 立 ; 

(3) (ni 十 re)zx 二 nz 十 rsx 对 一 切 ri, rm ER,zEM 成 立 ; 

(4) mm (rz) 一 (rmirs)z 对 一 切 r rr: € R, x EM 成立; 
则 称 M 是 一 个 左 R- 模 . 同 理 可 以 定义 右 RR 模 . M 的 加 法 称 为 模 加 法 ,映射 
(r，Zz) 一 rz 称 为 模 乘 法 . 

例 1 环 RR 的 任意 一 个 左 理想 L 都 是 一 个 左 R- 模 ,其 中 加 法 就 是 环 的 加 
法 ,rz 就 是 RR 中 元 素 r 和 工 中 元 素 z 的 乘积 (作为 环 元素 的 乘积 ). 特别 , 环 民 
也 可 以 看 成 为 一 个 左 R- 模 . 同 理 , 环 R 的 任意 一 个 右 理 想 是 一 个 右 R- 模 . R 也 
是 一 个 右 R- 模 . 

例 2 任意 一 个 加 法 群 G 都 可 以 看 成 是 整数 环 Z 上 的 左 模 或 右 模 . 模 加 法 
就 是 G 的 加 法 , 模 乘法 nz 就 是 n 个 z 之 和 , 若 n 为 负 , 就 是 一 n 个 一 x 之 和 . 

例 3 设 R 是 一 个 交换 环 ,M 是 左 R- 模 , 则 我 们 可 以 将 M 定义 为 右 R- 模 : 


TY 一 7。 


因此 在 交换 环 上 的 模 理论 中 常常 不 区 分 左 模 和 右 模 ,但 是 对 一 般 的 非 交 换 环 ,我 
们 不 能 用 上 述 方法 将 一 个 左 民 模 定义 为 右 R- 模 . 

例 4 设 尺 是 除 环 ,一 个 左 尽 模 称 为 R 上 的 左 向 量 空间 . 右 尺 模 称 为 右 向 

空间 . 特别 当 R 是 域 时 ,R 模 就 是 R 向 量 空间 . 因此 模 可 以 看 成 是 向 量 空间 的 
并 广 

注 一 般 来 说 , 左 模 不 等 于 右 模 ,但 是 左 尽 模 的 理论 和 右 R- 模 的 理论 是 平 
行 的 ,因此 我 们 在 本 教程 中 只 讨论 左 R- 模 理论 . 

除了 具有 加 法 群 性 质 外 ,模具 有 下 列 简单 性 质 : 

(1)0.x=0; 

(2) (~— Dz =— x. 

读者 不 难 自己 验证 上 述 性 质 . 

定义 10-2 设 六 是 左 R- 模 的 加 法 子 群 旦 对 任意 的 rE R 和 任意 的 = E N， 
rz 仍 是 N 中 元 素 , 则 称 N 是 M 的 一 个 子 模 . 容易 验证 N 自身 也 是 一 个 左 
R- 模 . 

显然 , 模 M 的 子 集 N 是 M 子 模 的 充 要 条 件 是 它 在 模 运算 ( 模 加 法 和 模 乘 
法 ) 下 封闭 . 

任意 一 个 非 零 模 M 都 有 两 个 子 模 , 即 由 0 元 素 组 成 的 零 子 模 和 M 自身 .如 
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果 一 个 模 除 了 这 两 个 子 模 外 再 无 其 他 子 模 , 则 称 之 为 单 模 或 不 可 约 模 . 
和 向 量 空 间 子 空间 的 运算 相同 , 模 M 的 子 模 之 间 也 可 以 定义 运算 . 显然 M 
的 任意 个 子 模 的 交 仍 然 是 M 的 子 模 . 设 Mi , Mi 是 左 尽 模 M 的 子 模 , 定 义 
M+M= {r+ylr€EM,yE€E M,|. 


容易 验证 Mi 十 MM; 仍 是 M 的 子 模 , 称 为 Ah 和 RM: 的 和 . 一 般 地 , 若 {M.(iE€ 1)} 
是 M 的 一 族 子 模 ,定义 


SM; 一 { > 7z: | Xi EE M.}. 
i€I i<oo 


> M; 仍 是 M 的 子 模 , 称 为 诸 M; 的 和 . 

现 设 MM 是 左 R- 模 ,S 是 M 的 子 集 ,M 中 所 有 包含 S 的 子 模 之 交 仍 是 M 的 
子 模 , 称 为 子 集 S 生成 的 子 模 . 若 S 是 有 限 集 且 M 本 身 可 由 S 生成 , 则 称 M 是 
有 限 生成 模 . 下 列 命题 和 线性 空间 的 有 关 命 题 类 似 ;证明 方法 也 相同 . 

命题 10-1 设 S 是 左 R- 模 的 子 集 ,由 S 生成 的 子 模 记 为 (S) , 则 


(S) = {Drzi lr ER, zx € M). 
i<o0 


若 S= {zxi, xz, ,zx;}， 则 


(S) = (Bre Ir: ER 


特别 , 若 S 只 含有 一 个 元 素 z, 则 (S) = Rz = {rz |r € RI. 由 一 个 元 生成 的 模 
称 为 循环 模 ， 

定义 10-3 设 NN 是 左 R- 模 M 的 子 模 , 则 N 是 M 的 加 法 子 群 , 作 商 群 
M/N ,这 仍 是 一 个 加 法 群 .定义 模 乘法 :过 = 元 . 则 容易 验证 MAN 成 为 一 个 左 
尽 模 , 称 为 模 M 关于 子 模 N 的 商 模 . 

定义 10-4 设 M, M 是 左 R- 模 ,f 是 从 M 到 M 的 映射 满足 下 列 条 件 : 


f(zt+y) 一 AZz) 十 7) flrr) = rf(z). 


对 任意 的 M 中 元 素 z，> 和 R 中 元 素 > 成 立 , 则 f 称 为 M 到 M 的 模 同 态 或 
及 -线性 映射 . 车 f 是 映 , 上 的 , 称 为 满 同 态 . 若 f 是 单 映 射 , 称 为 单 同 态 . 若 了 是 一 
一 对 应 , 则 称 为 同 构 ， 

模 同 态 f 的 像 记 为 Imf, 显 然 它 是 M 的 子 模 . 又 了 的 核 记 为 Ker f= {x € 
M | f(x) = 01, 它 是 M 的 子 模 . 从 上 述 定义 我 们 可 以 看 出 , 同 态 f 必 是 加 法 群 
同 态 . 不 难看 出 ,是 满 同 态 当 且 仅 当 Im /= M . /是 单 同 态 当 且 仅 当 Ker 了 = 0. 
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当 RR 是 域 时 f 就 是 我 们 熟悉 的 向 量 空间 之 间 的 线性 映射 . 和 群 的 情形 类 似 ， 
我 们 有 下 列 同 态 基本 定理 . 
定理 10-1 设 f 是 左 R- 模 M 到 M 的 模 满 同 态 , 则 


M/Kerf 2M. 


同 态 f 还 诱导 出 了 M 的 包含 Ker f 的 子 模 和 MM' 的 子 模 的 一 一 对 应 : N 一 
f(N). 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

推论 10-1 设 K, N 是 M 的 子 模 且 天 SN, 则 M/N 办 MAKANA 开 ， 

推论 10-2 设 K, N 是 M 的 子 模 , 则 天 十 NANSKALN 站 天. 

定理 10-2 设 M, 六 是 两 个 左 尺 模 ,M 到 N 的 模 同 态 全 体 记 为 Homa (M，N)， 
则 Homs(M，N) 是 一 个 加 法 群 . 若 M = N, 记 Homg(M, M) = EndsM , 这 时 
EndrM 是 一 个 环 , 称 为 模 M 的 自 同 态 环 . 

证 明 设 f,g 是 M 到 NN 的 模 同 态 ,定义 它们 的 和 : 


(f+g)(zr) = f(z)+ g(x), 


则 容易 验证 这 仍然 是 M 到 N 的 模 同 态 . 不 仅 如 此 ,Homa (M,N) 在 此 运算 下 成 
为 一 个 加 法 群 . 在 M = N 时 ,定义 两 个 同 态 f, g 的 积 就 是 它们 作为 映射 的 积 ， 
也 不 难 验证 这 时 EndrM 是 一 个 环 , 证 毕 . 

定理 10-3 (Schur 定理 ) 设 M 是 一 个 左 R- 模 ,车 M 是 一 个 单 模 , 则 
Ends M 是 一 个 除 环 . 

证 明 我 们 只 要 证 明 M 的 任意 一 个 非 零 自 同 态 了 必 是 自 同 构 即 可 . 因为 了 
非 零 , 故 Imf 关 0. 但 是 Imf 是 M 的 子 模 ,而 M 除 了 0 和 M 自身 外 ,再 无 其 他 
子 模 ,因此 Imf 一 M, 即 了 是 满 同 态 . 再 看 Ker f, 它 也 是 M 的 子 模 , Ker f 一 M 
将 导致 f = 0, 不 可 能 , 故 Ker /= 0, 所 以 f 是 一 个 单 同 态 . 综 上 所 述 ,f 是 同 

和 向 量 空 间 一 样 , 模 也 有 直 和 的 概念 . 

定义 10-5 设 1M: GE Di 是 左 尺 模 M 的 一 族 子 模 , 若 子 模 N 是 这 一 族 
子 模 的 和 且 对 任意 的 i€ 1 


MN SM,=0, 
ji 
则 称 N 是 诸 Mi; 的 直 和 , 记 为 


N= 中 Mi. 


i€T 
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若 工 = 全, 2, …， n| 是 个 有 限 集 , 则 记 六 一 Mi 四 Ms 申 … 申 M 

定理 10-4 (1) 设 {Milie 于 是 左 玉 模 M 的 一 族 子 模 , 子 模 N 是 这 一 族 
子 模 的 和 , 则 N 是 {1M; | (i € Di 直 和 的 充 要 条 件 是 N 中 任 一 元 素 能 而 且 只 能 
用 唯一 一 种 方法 表示 为 M; 中 元 素 之 和 . 

(2) 若 M= MM;, 则 M/M: 名 MM;. 

证 明 (1) 若 N== 儿 Mi, 设 I 二 吉 十 Zz 十 十 ZT 二 十 十 十 yr， 
其 中 Zi y: € Mi;, 则 


= (ys — zx) (yr) E MN SM,=0, 
. i¥1 


所 以 zi =-y1. 同 理 证 明 x; = yi. 和 
反之 ,车 表示 瞧 一 且 zE Mi 2)M; G 天 划 , 则 存在 二 € M，, zi E 
ZE M; ,使 
zi = Zz; 十 十 弃 i 


由 表示 唯一 知 x; = 0, 于 是 Mi; 站 > Mi = 0 (j 关 让 . 所 以 NN 是 诸 M; 的 直 和 |. 
(2) 由 推论 10-2 即 得 . 
证 毕 ， 
定义 10-6 设 M 是 左 R- 模 ,如 果 RR 能 表示 为 它 的 不 可 约 子 模 的 和 ， 则 称 M 
是 完全 可 约 模 或 半 单 模 . 
定理 10-5 设 M 是 左 R- 模 , 则 
(1) 若 MM 是 不 可 约 模 , 则 M 是 循环 模 且 任意 一 个 非 零 元 都 可 以 生成 M ; 
(2) 不 可 约 模 的 商 模 或 为 零 模 或 为 它 的 同 构 像 ; 
(3) 完全 可 约 模 的 同 构 像 也 是 完全 可 约 模 ; 
(4) 设 MM 是 完全 可 约 模 且 M = SM 其 中 Mi 蕴 不 可 约 , 又 NN 是 M 的 非 


零 子 模 且 N 和 M, 则 存在 1 的 子 集 使 K = 2 是 直 和 且 M 一 KN; 


(5) 若 M 是 完全 可 约 模 , 则 M 的 非 零 子 模 和 非 零 商 模 也 完全 可 约 ; 

(6) 若 M 是 完全 可 约 模 , 则 M 可 以 表示 为 若干 个 不 可 约 子 模 的 直 和 | 

证 明 (1) 设 x 关 0 是 MM 中 元 素 , 则 Rz 是 M 的 非 零 子 模 , 故 M = Rz. 

(2) 显然 . 

(3) 由 定理 10-1 中 子 模 的 对 应 关系 即 得 . 

(4) 令 4 是 M 中 与 N 相交 为 零 的 不 可 约 子 模 直 和 的 集合 . 因为 N 夭 M, 而 
M= >) ,Mi, 必 存 在 某 个 Mi, 它 不 属于 N, 因 为 M; 不 可 约 , 故 M: fm 六 =0, 即 
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Mi E A, 于 是 A 非 空 . 在 集合 包含 关系 下 A 成 为 一 个 偏 序 集 . 假定 子 模 集 | K。1} 
组 成 4 的 一 条 链 , 则 显然 U K。 是 其 上 界 . 由 Zorn 引 理 知 ,A 至 少 有 一 个 极 大 
元 , 记 为 K, 则 KN 二 0, K 十 N 是 直 和 .如 果 K@N 关 M, 因 为 M= >) Mi,， 
故 必 有 某 个 JE T, M; 不 属于 KN. 但 是 Mi 是 不 可 约 模 , Mi 站 (并 四 入) = 0. 
于 是 天 十 Mi; 是 直 和 且 和 NN 之 交 为 零 , 即 玫 十 Mi 属于 A ,和 KK 是 极 大 元 矛盾 .于 
是 M=K@N. 

(5) 设 NN 是 M 的 子 模 , 则 由 (4), M = N KK, 其 中 六 是 若干 个 不 可 约 模 
的 直 和 , 故 K 完全 可 约 . 而 MAN 空 天 . 因此 M 的 商 模 是 完全 可 约 模 . 另 一 方面 ， 
N MA 区, 所 以 N 也 是 完全 可 约 模 , 

(6) 由 上 即 得 . 

证 毕 ， 

推论 10-3 设 M 是 有 限 生 成 完全 可 约 模 , 则 存在 有 限 个 不 可 约 子 模 M; (; 
二 1,2,…, 7n) 使 M= Mi 中 Mi 四:… OM,. 


习 题 


1. 设 M ,Mi 是 左 尺 模 M 的 子 模 ,求证 :集合 M1 U Ms 生成 的 子 模 就 是 Mi 十 Mi. 

2. 设 V 是 域 K 上 的 有 限 维 向 量 空间 , R = Endx (V) 是 V 上 线性 变换 全 体 组 成 的 环 , 定 
义 :I = 二 r(x). 求证 :V 是 一 个 左 R- 不 可 约 模 . . 

3. 设 M,N 都 是 不 可 约 左 R- 模 ,f 是 从 M 到 六 的 同 态 ,求证 :或 者 了 上 = 0, 或 者 了 是 
同 构 . 

4. 设 尺 是 一 个 环 ,L 是 它 的 一 个 非 零 左 理想 . 若 不 存在 R 的 非 零 左 理想 真 包含 在 L 中 ， 
则 称 工 是 R 的 一 个 极 小 左 理想 . 求证 :R 的 极 小 左 理想 L 作为 左 R- 模 一 定 是 不 可 约 模 且 或 者 
工 一 0 或 者 了 = 工 . 

5. 设 I 是 环 R 的 所 有 极 小 左 理想 的 和 ,证 明 ;I 是 R 的 一 个 理想 ( 双 侧 理想 ). 

6. 环 尺 的 一 个 左 理想 L 称 为 极 大 左 理想 , 若 上 关 R 且 不 存在 不 等 于 R 的 左 理想 真 包含 
L. 求证 :对 任意 一 个 不 可 约 左 民 模 MM, 总 存在 一 个 R 的 极 大 左 理想 L ,使 MR/L. 

7. 设 MM 是 左 R- 模 ,将 RR 也 看 成 是 左 R- 模 , 则 Homr(R, M) 是 一 个 加 法 群 .定义 尺 中 元 
素 r 和 Homr (R,，M) 的 积 为 (rf)(s) = f(sr), s € R. 求证 :Homa(R,M) 是 一 个 左 民 模 且 
和 M 作为 左 R- 模 同 构 . 

8. 设 RR,，S 是 两 个 环 ,M 是 一 个 加 法 群 ,假设 它 既 是 左 尺 模 又 是 右 S- 模 且 对 任意 的 + € 
R,sES 以 及 zE M, 都 有 (rz)s = r(xs), 则 称 M 是 一 个 (R，S) 双 模 , 假定 N 是 一 个 左 
R- 模 , 若 f€ Homg (M,N),s€ S, 定 义 fs 是 M 到 NN 的 映射 ,( 户 )(x) = f(xs), 证明 fs 是 
一 个 尽 模 同 态 , 即 fs € Homa (M,N), 且 在 此 定义 下 Homa (M,N) 成 为 一 个 右 S- 模 . 

9. 设 M 是 左 R- 模 ,S 是 M 的 子 集 , 令 Ann(S) = {rE Rin 二 0 对 一 切 s€ S 成 立 ]. 证 
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明 :Ann(S) 是 R 的 左 理想 . 若 S = M, 则 Ann(M) 是 民 的 理想 . (Ann(S) 称 为 S 在 R 中 的 零 
化 子 ). . 1 

10. 设 玉 是 左 R- 模 , 若 下 同 构 于 若干 个 R( 作 为 左 R- 模 ) 的 直 和 , 则 称 下 是 自由 模 .求证 : 
任意 一 个 左 R 模 都 可 以 看 成 是 某 个 自由 模 的 同 态 像 . 

11. 设 M 是 一 个 循环 左 R- 模 , 即 M = Rx, 求证 :M 必 含 有 一 个 极 大 子 模 N, 即 N 是 M 
的 真子 模 且 M 中 除了 M 自身 再 没有 真 包含 N 的 子 模 . 

“ 12, 求证: 左 尽 模 M 是 完全 可 约 模 的 充 要 条 件 是 ,对 M 的 任意 一 个 子 模 N ,总 存在 M 
的 子 模 K, 使 M=K®N. 
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设 E 是 一 个 域 ,F 是 E 的 子 域 , 则 我 们 称 玉 是 下 的 一 个 域 扩张 ,或 称 上 是 下 
的 扩 域 . 

我 们 已 经 知道 ,任何 一 个 域 都 包含 一 个 “最 小 子 域 ” 在 域 的 特征 为 零 时 ,这 
个 子 域 同 构 于 有 理 数 域 ;在 域 的 特征 为 p 时 ,这 个 子 域 同 构 于 模 p 的 剩余 类 域 
Z, ,这 样 的 最 小 子 域 我 们 称 之 为 素 域 . 因此 ,任何 一 个 域 都 是 其 素 域 的 扩张 . 研 
究 域 的 一 个 方法 便 是 从 一 个 较 “ 小 ”的 域 出 发 来 构造 较 “ 大 ”的 域 , 即 它 的 扩 域 

假定 E 是 下 的 扩 域 ,S 是 E 的 子 集 , 记 F(S) 为 E 的 由 下 及 S 生成 的 子 域 ， 
即 EE 的 所 有 包含 下 同时 也 包含 S 的 子 域 之 交 . 若 工 是 五 的 又 一 个 子 集 , 则 
F(S) (T) 二 F(SUT)' 原因 很 简单 ,因为 等 式 两 边 都 表示 的 所 有 包含 F,S， 
下 的 子 域 之 交 . 特别 , 当 'S 是 有 限 集 时 ,比如 S = {wi, us,…, wu,|, 有 


(zs 0 wx ) 一 《7 7， Wi YE k= 2 5 7 


如 果 S = ul , 即 S 是 单 点 集 , 则 称 F(z) 为 下 的 单 扩张 ,元 素 “ 称 为 本 原 元 , 单 
扩张 是 最 简单 的 扩张 ,我 们 现在 来 研究 这 种 扩张 . 

设 工 是 未 定 元 ,F[x] 是 下 上 的 多 项 式 环 , 记 F[uj 为 中 的 多 项 式 全体 ， 
即 所 有 形 如 ao 十 ax 十 … 十 aiu"(w € 下 ) 的 元 素 全 体 组 成 的 子 集 , 则 不 难看 出 ， 
F[z] 是 五 的 子 环 . 现 作 下 [z] 一 F[z] 的 同 态 映射 p: 


9(F(z)) = flu), 


则 gp 是 一 个 映 上 的 环 同 态 . 由 第 三 章 多 项 式 环 的 理论 知道 , 当 w 是 F 上 的 代数 
元 时 , Kerg 二 (g(x)), g(x) 是 下 上 的 某 个 不 可 约 多 项 式 , 且 Flzx]/(g(x)) 器 
F[u], 这 时 FL[z]/(g(z)) 是 域 ,因此 下 [xj] 是 王 的 子 域 ,于 是 Flu] = F(w). 
F(z) 中 的 元 素 可 以 写成 为 次 数 低 于 deg g(z) 的 vx 的 多 项 式 . 当 x 是 下 上 的 超 
越 元 时 , F[z] 空 F[x], 这 时 F[w] 不 是 EE 的 子 域 ,显然 下 (w) 是 F[u] 的 分 式 域 ， 


即 F(w) 二 雁 吕 | pigp 皆 为 F 上 多 项 式 且 g 去 01. 
g(u) 
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通过 以 上 分 析 我 们 可 以 看 出 :第 一 ,给 定 下 及 ww,F(wu) 完 全 可 以 构造 出 来 ; 
第 二 , 单 扩张 可 以 分 为 两 种 不 同 的 类 型 . 对 一 般 的 域 扩张 ,我 们 也 有 两 种 类 型 , 即 
代数 扩张 与 超越 扩张 ， 

定义 1-1: 设 互 是 瑚 的 扩 域 ,车 瑟 中 每 个 元 都 是 已 上 的 代数 元 , 则 称 已 是 
下 的 代数 扩 域 或 代数 扩张 . 不然, 就 称 已 是 下 的 超越 扩 域 或 超越 扩张 ， 

我 们 将 在 后 面 几 节 中 具体 地 来 讨论 代数 扩张 与 超越 扩张 . 现在 我 们 先 来 看 
两 个 具体 的 例子 

例 1 F=Q, 即 有 理 数 域 ,u 二 V3, 忆 = R, 为 实数 域 , 则 F(z) = Q(Y2) 一 
te 十 8 V2 十 c V4 | a, 5,c 均 为 有 理 数 |. 


例 2 FQ, EE 一 C, 即 复数 域 ,u 二 V= 了 了 , 则 
Q(V=T) = {a 十 5 V= 了 | a, 6b 均 为 有 理 数 }. 
例 3 F=Q,E=R,wu= x, 由 于 x 是 超越 数 ， 因此 Q(x) = 


(A f,g 为 有 理 系数 多 项 式 且 & 关 01. 


例 1、 例 2 都 是 代数 扩张 , 例 3 是 超越 扩张 . 

我 们 再 从 另外 一 个 角度 来 考察 域 的 扩张 问题 . 设 瓦 是 下 的 扩 域 , 则 已 可 
以 看 成 是 下 上 的 线性 空间 ,正中 元 素 作为 向 量 . 向 量 的 加 法 即 是 E 作为 域 的 加 
法 ,F 中 元 素 对 E 中 向 量 的 纯 量 乘 法 即 等 于 瑟 中 元 素 的 乘法 (注意 下 是 的 子 
集 ). 通常 记 [ 下 ;PE] 为 已 作为 下 上 线性 空间 的 维 数 . 如 果 [E:F] 过 oo, 则 称 已 是 
下 的 有 限 维 扩张 或 简称 为 有 限 扩张 ;车 [E:F] = ce, 则 称 玉 是 下 的 无 限 维 扩张 
或 称 无 限 扩张 . 

若 EE 是 下 的 扩 域 ,K 是 EE 的 扩 域 , 则 有 下 列 重要 的 维 数 公式 . 

定理 1-1 [K:F] 有 限 的 充 要 条 件 是 [K:E] 与 [E:F] 丝 有 限 ,这 时 

[K:F] = [K:E] [E:F!]. 


证 明 设 [K:;F]< ce, 由 于 五 作为 下 上 线性 空间 是 天 的 子 空间 ,因此 
[E:Fj<<oo. 另外 ,车 设 串 ,vs,…, v, 是 K 作为 F 线性 空间 的 基 , 则 天 中 任 一 
元 素 皆 可 以 表示 为 vw ,…, w 的 下 线性 组 合 ,而 下 己 E, 因此 这 同时 也 是 一 个 EE 
线性 组 合 ,这 表明 [K:E] < [K:F] <~. 

反 过 来 , 设 [K:E] 与 [E:F] 都 有 限 , 设 KAE( 即 K 作为 EE 线性 空间 ) 的 基 为 


fw ， Ta， va) ， E/F 的 基 为 fui， Uz, “9 ul, 令 TEK, 则 过 = Saw,, 其 中 
1 一 】 
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ai EE. 对 每 个 a ,又 有 a， 一 D oou;, bs € 五 ,于 是 地 三 1550i 这 表明 : 
1 一 1 i i 

K 中 任 一 元 都 可 表示 为 {ujvw; | i 一 1, 2， """, mi y7 一 1， 2， ” ml| 的 下 线性 组 

合 .车 Dcsvus 一 0， Ca € 下 , 则 由 于 Ci € E, {vw ， 机 | 是 K/E 的 基 , 故 


2csui 二 0 对 任 一 i 成 立 .再 由 [uw ,…, wn} 是 E/F 的 基 得 cs 一 0 对 一 切 i, j 


成 立 . 由 此 可 见 wv | i 二 1 7; j 二 1,…, m| 构成 K/F 的 一 组 基 , 显然 
[K:F] = mn = [K:E][E:F]. 证 毕 . 

推论 1-1 若 FCECK, 和 日 [K:F]< 过 %, 则 [E:F] 及 [K:E] 都 是 [K:F] 
的 因子 . 特别 , 若 [ 久 :FF] 为 素数 时 , 则 在 kK 与 F 之 间 没 有 其 他 的 子 域 . 

， 单 代数 扩 域 与 有 限 扩 域 有 着 密切 的 关系 . 设 巨 是 F 的 扩 域 ,wu 是 上 的 代 
数 元 , 则 x 必 适 合 一 个 下 上 的 首 一 多 项 式 g (zx). 若 g(z) 是 这 类 多 项 式 中 次 数 最 
低 者 , 则 称 之 为 x 的 最 小 多 项 式 或 2 的 极 小 多 项 式 .v 的 极 小 多 项 式 实际 上 就 是 
我 们 前 面 所 谈 到 的 同 构 式 FL[Lz]/(g(z)) 安 Flz] 中 的 g(z)( 只 要 除 以 一 个 下 中 
元 素 , 即 可 使 g(z) 变 成 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ), 事 实 上 ,由 yp(SE(z)) = 0 即 
知 g(u) 二 0. 又 若 A(z) 是 x 的 极 小 多 项 式 , 则 由 多 项 式 除法 ,将 g(z) = 
hz)g(z) 十 r(z) 代入 2 得 r(x) 一 0. 而 r(xz) 的 次 数 比 h(xz) 更 低 ,因此 必 有 r(x) 
一 0, 否则 将 与 A(zx) 的 极 小 性 相 予 盾 . 这 表明 g(z) = 二 h(xz)q(z). 但 g(x) 是 不 可 
约 多 项 式 ,因此 g(x) = oh(z), cE€ F. 现在 由 于 g,h 都 是 首 一 多 项 式 , 故 g(z) 
二 h(x).. 从 这 里 我 们 得 出 一 个 结论 :代数 元 w 的 极 小 多 项 式 必 是 不 可 约 的 . 有 了 
极 小 多 项 式 的 概念 ,我 们 可 以 证 明 如 下 的 结果 . 

定理 1-2 设 记 是 下 的 扩 域 , 若 u 是 E 中 的 元 素 且 是 下 上 的 代数 元 ,其 极 
小 多 项 式 为 g(x), 则 [F(w):F] 有 限 且 等 于 deg g(x). 反 之 , 若 [F(wu):F] < cc， 
则 ww 必 是 下 上 的 代数 元 . 

证 明 设 w 是 F 上 的 代数 元 , 则 由 前 面 的 分 析 知 道 F(w) = Flu]j] 中 任 一 元 
具有 形状 : ao 十 az 十 … 十 ax ,7 一 degg(z)，a EF. 这 表明 F(w) 中 元 1， 
u, oo-! 张 成 下 线性 空间 下 (wu). 又 因为 的 极 小 多 项 式 次 数 为 n, 故 1， 
Us， ,i 是 线性 无 关 的 , 即 是 F(u) 作 为 上 线性 空间 的 基 , 因 此 [F(w):F] 
= deg g(x). 

反之 ,车 [FE(a):EF]=2<co, 则 2 十 1 个 元 1, wu，,…, w" 必 线 性 相关 , 即 存 
在 不 全 为 零 的 下 中 的 元 素 ae ， al ，… ，a, ,使 ao 十 au 十 … 十 ax" 一 0, 这 表明 
是 一 个 代数 元 . 这 时 a 必 不 为 零 ,否则 的 极 小 多 项 式 次 数 将 小 于 n, 由 上 面 
的 证 明 可 知 将 有 [E:F] 过 7, 此 与 [E:F] = nn 的 假定 矛盾 . 因此 将 上 述 多 项 式 两 


128 抽象 代数 学 


边 除 以 e,, 即 得 “ 的 极 小 多 项 式 . 证 毕 . 

推论 1-2 有限 扩 张 必 是 代数 扩张 . 

注 从 前 面 的 论证 不 难看 出 一 个 代数 无 的 极 小 多 项 式 是 唯一 确定 的 . 

最 后 我 们 证 明 下 面 的 Steinitz 定理 , 它 从 一 个 侧面 反映 了 研究 单 扩张 的 重 
要 性 . 

定理 1-3 (Steinitz 定理 ) 设 E 是 F 的 扩 城 且 [E:F] 一 吕 , 则 E = F(w) 的 
充 要 条 件 是 FF 与 F 之 间 只 有 有 限 个 中 间 域 . 

证 明 设 E= Fo 且 KK 是 中 间 域 , 令 w 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 f(z), 在 
K 上 的 极 小 多 项 式 为 g(z)， 在 K[z] 中 做 除法 : 

f(x) = g(r)g(z) 十 r(z)， 


由 8g(u) 二 0 及 f(u)= 二 0 得 x(u) = 0. 但 degr(z) < deg gx), 因此 必 有 ~(z) 
二 0, 即 g(zx)|f(z). 设 K' 是 由 F 及 g(xz) 的 系数 生成 的 EE 的 子 域 , 则 K'SK. 
显然 在 K" 上 的 极 小 风 项 式 仍 是 g(z). 但 E=K(u) = K’(u), [E:K] = 
deg g(z) 二 [E:;K']. 再 由 天 ' CK 知 [E:K’] = [E:;:K] [K:K']. 于 是 [K:K') 
二 1, 即 K 一 K'. 这 说 明 EE 与 F 之 间 的 中 间 域 必 是 .F(z) 的 首 项 系数 为 1 的 因 式 
(在 E[z] 中 ) 的 系数 与 下 生成 的 子 域 . 显然 这 样 的 子 域 只 有 有 限 个 . 

” 反 过 来 , 设 E, F 的 中 间 域 只 有 有 限 个 . 车 下 是 有 限 域 ,由 于 [E:F] < ce， 
因此 EE 也 是 有 限 域 . 的 非 零 元 E" 组 成 的 乘法 群 是 一 个 循环 群 (参见 第 三 章 )， 
其 生成 元 记 为 u, 则 已 = F(u) 显然 成 立 . 若 下 为 无 限 域 , 则 这 时 只 要 证 明 
._F(u, v) 必 有 本 原 元 即 可 ,这 里 w， "是 已 中 任意 两 个 元 素 . 考虑 子 域 F(w 十 av)， 
a € F. 由 于 EE, 下 的 中 间 域 只 有 有 限 个 ,而 下 是 一 个 无 限 域 , 故 必 存 在 6 承 a, 合 
F(u 二 av) = 二 F(tw 十 tw), 则 

v= (a—b) li(utav—u— bv) € Futav), 
让 一 MU 十 如 一 or E F(uav), 


因此 F(w 十 av) = F(w, v). 证 毕 . 


习 题 


1. 设 忆 是 有 理 数 域 Q 的 扩 域 ， zxE 巨 是 Q 上 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 为 也 一 2, 试 将 ( 吧 十 
1)Gw 十 2x 十 1)(x 十 1) :表示 为 次 数 小 于 3 的 xz 的 多 项 式 ， 


2. 设 x = cos 至 十 isin 如 , 求 [Q(w) :Q] 及 的 极 小 多 项 式 ，. 
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3. 设 u 是 下 上 的 代数 元 且 其 极 小 多 项 式 为 g(x) ,又 若 f(x) 是 下 上 的 多 项 式 生 (4) = 0， 
则 g(z) 必 是 f(x) 的 一 个 因子 . , 

4. 若 正 = F(u) 且 的 极 小 多 项 式 的 次 数 是 奇数 , 则 E 二 F(w). 

5. 设 E(i== 1, 2) 是 K 的 包含 子 域 FR 的 子 域 , 且 [E;:F] 二 ,证 明 : 若 巨 是 由 Ei 及 
E, 生成 的 K 的 子 域 , 则 [E:F] < [E,:F] [E;:F]. 

6. 设 玉 是 下 的 扩 域 ,a €E EE 是 下 上 的 代数 元 ,又 对 任意 的 yE€ (a), 令 TT(y)= 二 ay, 则 
T. 是 (a) 作为 下 线性 空间 的 一 个 线性 变换 , 试 证 ; det (zI 一 T;) 就 是 a 在 FF 上 的 极 小 多 项 
式 , 这 里 了 为 恒 等 变 换 . 

7. 设 EE==F(w),w 是 上 超越 元 . 若 KK 关 下 且 K 是 E/F 的 子 域 ( 即 正 的 包含 下 的 子 
域 ) , 则 x 必 是 天 上 的 代数 元 . 

8. 巨 是 下 的 扩 域 ,a, pe 五 , 它们 都 是 已 上 的 代数 元 且 它 们 的 极 小 多 项 式 的 次 数 分 别 为 
m 及 nn, 假定 (m; n) 二 1, 求证 :[F(a, 6):F] 二 mn. 

9. 设 下 是 下 的 扩 域 , wE EE 是 下 上 超越 元 .又 BE F(a) 但 8 不 属于 下 , 则 B 也 是 上 超 
越 元 . 
10. 设 巨 是 下 的 扩 域 , a, B € E. 若 a 是 下 上 超越 元 而 a 是 F(B) 上 代数 元 , 求证 :8 是 
F(a) 上 代数 元 . 


本 + 广 > | 
i 


定理 2-1 设 EE 是 下 的 扩 域 ,K 是 E 中 所 有 下 上 代数 元 的 全 体 组 成 的 集 ， 
则 K 是 EE 的 子 域 . 

证 明 设 a, 8 是 F 上 代数 元 ,只 需 证 明 十 8, aB, a (a 了 关 0) 都 属于 天 即 
可 . 由 定理 1-1 知 : 


[F(a, 8):F]= [F(a, B):F(a)] [F(a):F], 


由 于 a 是 代数 元 ,因此 [F(a):F] 过 00. 另 一 方面 ,6 是 E: 卡 的 代数 元 , 它 适合 下 
上 的 某 个 多 项 式 g(zx). 由 于 下 CF(a), 因此 8 也 适合 F(a) 上 的 多 项 式 g(x), 即 
B8 是 F(a) 上 的 代数 元 ,因此 [F(a, B):F(a)] 二 [F(a) (8):F(a)] 天 ce. 于 是 
[F(a 二 p8):F] 寺 [F(a, B):F] 必 oo0, a 十 B 是 上 代数 元 . 同 理 a 一 8, aB, a 
都 是 下 上 代数 元 ,都 属于 K. 这 就 证 明了 K 是 E 的 子 域 .证 毕 . 

推论 2-1 两 个 代数 数 的 和 、 差 \ 积 、 商 仍 是 代数 数 . 

虽然 单 代数 扩 域 必 是 有 限 扩 张 ,但 一 般 来 说 ,代数 扩 域 不 必 是 有 限 扩张 . 比 
如 有 理 数 域 上 的 代数 元 全 体 即 代数 数 全 体 是 有 理 数 域 的 代数 扩张 ,但 不 是 有 限 
扩张 .事实 上 对 任意 的 上， 由 Eisenstein 判别 法 知 , 有 理 数 域 上 的 nn 次 多 项 式 
xz" 一 2 是 不 可 约 的 ,因此 代数 数 域 在 有 理 数 域 上 的 维 数 不 可 能 是 有 限 维 的 . 如 何 
判断 一 个 代数 扩张 是 有 限 扩 张 ,我 们 有 下 列 定理 . 
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定理 2-2 设 忆 是 的 扩 域 , 则 下 列 命题 等 价 ， 

(1) [E:F]< co 

(2) 存在 EE 中 有 限 个 代数 元 wi, ww，…, wu 使 E = Flw, zt). 此 
时 , 王 必 是 下 的 代数 扩 域 ， 

证 明 (1) 之 (2): 设 [E:F] 一 2 上 且 已 作为 上 线性 空间 的 基 为 ui， 
tw ，…， wus, 由 于 对 每 个 i，F(w) 是 的 F 子 空间 ,因此 [F(w):;F] 过 吕 , wu 是 
F 上 代数 元 . 显然 ,F(w, wz, …, ww) 一 已 
”不 难看 出 这 时 E 中 任 一 元 都 是 上 的 代数 元 . 

(2) > (1): [E:F] = [Flu, tas 7, wa) :Fm os, wo)] (Fla, 


Wr) :FU LF(w):F], 对 任 一 i, w 是 F 上 的 代数 元 ,因此 也 是 
F(w1，…，tWi-1) 上 的 代数 元 (参见 定理 2-1 的 证 明 ), 故 [F(w，…，w): 


F(1，… Ui)] < 0, 于 是 [E;F] 过 0. 证 毕 . 
代数 扩张 有 传递 性 , 即 下 述 定理 成 立 . 
定理 2-3 若 E 是 F 的 代数 扩 域 ,K 是 E 的 代数 扩 域 , 则 KK 是 下 的 代数 
扩 域 . | 1 1 
证 明 只 要 证 明 KK 中 每 个 元 素 都 是 下 上 的 代数 元 即 可 . 设 a E K, 则 a 是 
E 上 的 代数 元 , 记 g(z) = co 十 cz 十 … 十 x 是 a 作为 E 上 代数 元 的 极 小 多 项 式 ， 
其 中 co, ci ，…, cs-1EE. 现 作 


K’ = Fl(c,, Cl, ”9 Ce1 )， 


则 显然 a 也 是 KK' 上 的 代数 元 . 但 由 于 co, cl， …，c-; 都 是 下 上 的 代数 元 , 故 由 
定理 2-2 知 [K’:F] < co, 于 是 从 F(&) 与 K'(a) 即 可 推出 : [F(a):F] 所 
[EK’(a):F] = [K'(a):K'][K’;F] 一 co, 这 就 说 明了 a 是 F 上 的 代数 元 . 证 毕 . 

推论 2-2 设 E 是 下 的 扩 域 ,K 是 E 中 下 上 代数 元 全 体 组 成 的 子 域 , 则 任 
何 巨 中 反 上 的 代数 元 仍 属于 天. 

定义 2-1 设 E 是 下 的 扩 域 ,K 是 E 的 子 域 又 是 F 的 扩 域 , 若 K 是 F 的 代 
数 扩 域 且 任 何 K 在 E 中 的 代数 扩 域 均 与 K 重合 ( 即 KK 在 E 中 无 真 代数 扩张 )， 
则 称 KK 是 下 在 E 中 的 代数 闭 包 .也 称 为 在 E 中 是 代数 封闭 的 . 

由 定理 2-1 及 定理 2-3 可 知 , 域 下 上 代数 元 全 体 构成 的 E 的 子 域 就 是 下 在 
E 中 的 代数 闭 包 .应当 注 意 , 上 面 的 代数 封闭 概念 是 一 个 相对 的 概念 ,通常 我 们 
所 说 的 代数 闭 域 和 代数 闭 包 的 定义 如 下 所 述 . 
定义 2-2 设 下 是 一 个 域 ,如 果 K 无 真 代数 扩张 , 则 称 KK 是 一 个 代数 
闭 域 ， 
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定义 2-3 设 K 是 下 的 扩 域 ,如 果 K 是 下 的 代数 扩 域 且 K 是 一 个 代数 闭 
域 , 则 称 K 是 下 的 代数 闭 包 . 

定理 2-4 设 K 是 一 个 域 ,下 列 命题 等 价 : 

(1) K 是 代数 闭 域 ; 

(2) K[z] 中 任 一 不 可 约 多 项 式 的 次 数 等 于 1; 

(3) K[zj 中 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 可 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 ; 

(4) KLz] 中 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 都 在 K 中 至 少 有 一 个 根 . 

证 明 (1) 和 > (2): 设 g(xz)EK[zj 是 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 g(x) 决 定 了 一 
个 于 的 代数 扩 域 下 县 [E:K] = deg g(x). 但 K 是 代数 闭 域 , 故 E= kK， 
deg g(x) = [E:K] 一 1. | 

(2) 全 (1): 设 EE 是 K 的 代数 扩张 , 令 aEE, a 的 极 小 多 项 式 g (zx) 为 一 次 
式 , 即 g(x) = 二 x 一 a, 因此 aEK, 即 E=K. 

其 余 命题 的 等 价 性 显然 . 证 毕 . 

由 代数 基本 定理 知 ,复数 域 C 是 一 个 代数 闭 域 . 

定理 2-5 设 K 是 代数 闭 域 ,F 是 其 子 域 , 则 下 在 K 中 的 代数 闭 包 下 一 定 
是 代数 闭 域 ,F 也 是 定义 2-3 意义 下 下 的 代数 闭 包 . 

证 明 设 f(z) 是 F[zx] 上 的 多 项 式 , 由 于 K 是 代数 闭 域 ,将 f(x) 看 作 是 K 
上 的 多 项 式 , 它 至 少 有 一 个 根 a 在 KK 中 .由 于 是 到 上 的 代数 元 ,由 定理 2-3 的 
推论 可 知 a€ FF ,于 是 由 定理 2-4 知 FF 为 代数 闭 域 . 证 毕 . 

由 此 可 知 ,代数 数 全 体 是 一 个 代数 闭 域 , 它 也 可 以 看 成 是 有 理 数 域 的 代数 
闭 包 . . 

任何 一 个 域 的 代数 闭 包 是 否 存 在 ? 从 上 述 定理 可 以 看 出 ,只 要 我 们 能 够 证 
明 任 何 一 个 域 都 是 一 个 代数 闭 域 的 子 域 就 可 以 知道 它 必 存 在 . 这 个 事实 是 对 的 ， 
但 是 它 的 证 明 要 用 到 集合 论 中 的 Zorn 引 理 . 我 们 略 去 其 证 明 而 将 命题 叙述 如 
下 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 附录 2. 

定理 2-6 ”任何 一 个 域 都 有 一 个 代数 闭 域 作为 它 的 扩 域 ,从 而 任何 一 个 域 
都 有 代数 闭 包 . 

一 个 域 的 代数 闭 包 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 , 即 有 如 下 定理 . 

定理 2-7 域 让 的 两 个 代数 闭 包 设 为 E! 及 E,, 则 必 存 在 同 构 映射 p: Ei 一 
Ei ,使 pg(4a) = a 对 一 切 a EF 成 立 . 


习 是 


1. 举例 说 明 : 若 是 F 的 扩 域 ,F 在 E 中 的 代数 闭 包 未必 是 代数 闭 域 . 
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2. 求证 : 若 Q 表示 有 理 数 域 , 则 QWZ 十 V3) = Q(V3, V3). 

3. 设 已 是 下 的 有 限 扩 域 ,g(z) 是 下 上 不 可 约 多 项 式 且 deg g(z) 一 k. 如果 上 不 能 整除 
[E:F], 求 证 :不 存在 a € EE, 适 合 g(a) = 0. 

4. 车轴 ，…，, wuw 是 上 的 代数 元 ,求证 : Fw …，, ws] = F(ui, ,wn). 

5. 设 EE 是 下 的 代数 扩 域 ,证 明 :E/F 的 任 一 子 环 即 巨 中 包含 下 的 子 环 都 是 子 域 . 

6. 设 区 是 下 的 扩 域 ,S$ 是 EE 中 上 的 代数 元 集 ,证 明 :F(S) 是 下 的 代数 扩 域 . 

. 证 明 : 实 数 域 的 代数 闭 包 为 复数 域 . 又 问 ; 

(1) 代数 闭 域 必定 为 无 限 域 ? 

(2) 若 1 关 [E:F] < 一 ceo, 已 是否 可 能 是 下 的 代数 闭 包 ? 

8. 设 已 = QM3,V3, …, 证 , …), 即 由 有 理 数 域 Q 及 所 有 正 素 数 的 平方 根 生成 的 实数 “ 
域 R 的 子 域 ,求证 :已 是 Q 的 无 限 代 数 扩 域 . 问 :EE 的 代数 闭 包 是 什么 ? 

9. 设 E1 ,EE, 都 是 下 的 扩 域 且 E = F(a), 其 中 a 是 下 上 的 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 为 
g(x). 如 果 在 E, 中 有 元 素 8 的 极 小 多 项 式 也 是 g(x) , 则 必 存 在 从 E, 到 E, 的 单 同 态 , 即 轧 
可 以 嵌入 EE,. 

10. 设 已 是 F 的 代数 扩 域 ,L 是 下 的 代数 闭 包 .求证 :存在 从 EE 到 LL 的 单 同 态 p, 且 p(a) 
二 a 对 一 切 a € 下 成 立 . 

11. 设 忆 是 实数 域 R 的 有 限 扩 域 , 则 [E;:R] = 2. 


~ 


在 这 一 节 里 我 们 将 应 用 代数 扩 域 的 理论 来 证 明 古 希腊 数学 中 的 三 大 几何 作 
图 难题 , 即 三 等 分 一 任意 角 问题 ,立方 倍 积 问题 化 圆 为 方 问题 用 直 尺 与 圆规 作 
图 的 不 可 能 性 ,并 给 出 尺 规 作 图 可 行 性 的 一 般 理 论 . 

我 们 先 来 分 析 一 下 几何 作 图 的 过 程 .平面 上 的 一 根 直线 由 两 点 完全 确定 , 平 
面 上 的 一 个 圆 可 由 圆心 以 及 圆周 上 一 点 决定 ,因此 一 个 已 知 的 几何 图 形 可 以 用 
平面 上 有 限 个 点 决定 . 这 有 限 个 点 对 应 于 复 平 面 上 有 限 个 复数 , 记 为 zi， 
zz ，…，zr. 不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 = = 0, zs 一 1 (通常 至 少 已 知 两 个 点 ). 作 图 
的 过 程 可 以 用 归纳 法 描写 如 下 : 记 Ci = {zi ,zs，…, z|, Cz 是 复 平面 C 的 子 
集 , 它 包含 C 以 及 由 Ci 中 的 点 经 过 下 列 步 又 而 得 到 的 点 : 

(1) 经 过 C 中 任意 两 点 的 所 有 直线 的 交点 ; 

(2) Ci 中 任意 两 点 决定 的 直线 与 以 Ci 中 的 点 为 圆心 .Ci 中 任 两 点 之 间 的 
距离 为 半径 的 所 有 圆 的 交点 ; 

(3) 以 C 中 的 点 为 圆心 .两 点 间距 离 为 半径 的 所 有 圆 的 交点 . 

一 般 地 若 已 知 C , 则 Ce 就 是 C 中 包含 Ci 的 由 Ci 中 的 点 决定 的 直线 与 
直线 、 直 线 与 圆 以 及 圆 与 圆 的 所 有 交点 构成 的 子 集 . 这 样 ,我 们 得 到 一 组 C 的 子 
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集 链 ; 


Ci CC CC CO, 


令 S= UC, S 就 是 可 从 已 知 集 C, 出 发 用 尺 规 作出 的 所 有 点 . 因此 判断 一 个 几 
何 图 形 是 否 可 用 尺 规 作出 ,只 要 看 决定 它 的 点 是 否 落 在 S 里 面 . 这 里 需要 说 明 
的 是 , 复 平面 C 上 的 所 有 形 如 a 十 5V=T 的 点 (其 中 a, 5 是 有 理 数 ) 都 落 在 S 
中 , 即 S 在 C 中 稠密 . 在 几何 作 图 中 ,有 时 需 任 取 一 点 或 任 取 一 线段 ,由 于 S 的 
殉 密 性 ,我 们 可 用 取 S 中 的 点 以 及 S 中 点 决定 的 线段 来 代替 . 

现在 我 们 要 证 明 下 列 结论 . 

结论 3-1 

(1) 集 S 是 复数 域 C 的 一 个 子 域 ; 

(2) S 在 共 亏 与 平方 根 下 封闭 , 即 S 中 任 一 元 的 共 罗 元 及 平方 根 仍 在 S 中 ; 

(3) S 是 C 的 包含 已 知 元 素 x ，z,，…, z, 且 在 共 思 与 平方 根 下 封闭 的 最 
小 子 域 . 

证 明 设 z, x ES, 由 于 S 一 UC, C; Cs ,因此 我 们 不 妨 设 它们 都 属于 
GC;. 用 平行 四 边 形 法 可 作出 xz 十 , 即 z 十 zx € S. 若 z 二 r(cos 90 十 V 一 ]sin 0)， 
z 二 r(cos0 十 V 一 lsin0), 则 zz 二 rr'(cos (0 十 9) 十 Vv 一 1sin (9 十 9 )), 由 
于 rr 可 用 尺 规 作出 , 角 9+9 也 可 用 尺 规 作出 ,因此 ,zz € S. 同 理 可 证 若 = 关 0， 
x E S, 这 表明 S 是 C 的 子 域 ,这 就 证 明了 (1). 

若 已 知 z, 则 其 共 元 元 z 显 然 也 可 用 尺 规 作出 .如 记 z = r(cos 9 十 /一 Tsin9)， 
则 22 = Po (cos 名 十 VTsin 多 ). 由 ?可 用 尺 规 作出 以 及 一 个 角 可 用 尺 规 
二 等 分 可 知 z€ S, 这 就 证 明了 (2). 

现 设 工 是 C 的 包含 元 素 x1， zs，…, x, 的 子 域 ,上 且 了 在 共 琶 与 平方 根 下 封 
闭 ,我们 要 证 S 己 T. 由 于 S = UC, 故 只 需 归 纳 地 证 明 每 个 C; 二 工 即 可 . 显然 
Ci 所 了 现 设 CS T, 要 证 Cr 工 首先 我 们 注意 到 由 于 一 1E T, T 在 平方 
根 下 封闭 , 故 V 二 TE T. 又 因为 是 域 , 所 以 疡 ET. 若 = 一 z 十 Viy e T， 


在 共 办 下 封闭 , 则 zE T, 于 是 + 一 去 (zz),，y 一 二 (*?) 蕴 属于. 


这 样 ,C 中 两 点 决定 的 直线 如 用 Descartes 平面 上 的 方程 来 表示 ,就 是 一 个 系数 
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属于 工 的 线性 方程 式 . 两 个 系数 均 属 于 工 的 线性 方程 式 解 的 坐标 也 仍 属于 工 . 
这 表明 由 C 中 的 点 决定 的 直线 的 交点 仍 属于 T. 同样 ,由 C 中 的 点 决定 的 圆 可 
以 用 系数 在 工 中 的 二 次 方程 来 表示 ,这 样 圆 与 直线 的 交点 、 圆 与 圆 的 交点 仍 在 工 
中 (注意 工 在 平方 根 下 封闭 ), 这 就 证 明了 Ch ET, 至 此 结论 3-1 得 证 , 证 毕 . 

接 下 去 我 们 要 证 明 一 个 尺 规 作 图 可 能 性 的 判别 定理 ,为 此 先 引 进 平方 根 堪 
的 概念 . 

定义 3-1 ” 设 下 是 复数 域 的 子 域 , 若 下 的 扩 域 FCu,, ws，…, ww) 适合 条 
件 :wEF, weEF(, Wi), 对 i 二 2,…, nn 成 立 , 则 称 F(wm, wz，… 
wu,) 为 下 上 的 一 个 平方 根 塔 . 

换 句 话说 ,F 上 的 平方 根 堪 是 由 F 经 过 有 限 次 添加 已 知 域 中 元 素 的 平方 根 
得 到 的 扩 域 . 

定理 3-1 设 已 知 点 zi, zz，…, zr, 令 下 二 Q(z 265 如 ,4)， 则 
复数 = 可 由 zi，, zs，…, z, 用 尺 规 作 出 的 充分 必要 条 件 是 z 属于 下 上 的 某 个 平 
方 根 堪 . 

证 明 设 S 是 可 用 尺 规 作出 的 所 有 点 的 集合 , 另 设 本 是 上 所 有 平方 根 堪 
中 所 有 元 素 的 并 集 . 设 z, z € T, 则 z 属于 某 个 平方 根 塔下 (w , …, ww), x 属 
于 某 个 平方 根 塔 F( 好 ，…，zx)， 则 = 十 赤 ，xz'，z:( 假 定 = 天 0) 均 属 于 平方 根 
塔 F(w， 2 ui, 机 wt) ,因此 天 是 CC 的 子 域 且 包含 Zl X22 "Tne 由 T 
的 定义 知 T 在 平方 根 下 封闭 . 又 因为 下 二 下, 故 F(w, ;w) = F( 击 ，…， 
元 ) ,而 (区 ): 一 (过 ) , 即 下 (三 ，…， 元 ) 也 是 一 个 平方 根 塔 ,因此 工 在 共 辑 下 封 
闭 . 由 前 面 的 结论 3-1 中 的 (3) 可 知 S = 人, 即 任 一 可 作出 的 点 必 属 于 下 上 的 某 
个 平方 根 塔 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 证 毕 . 

下 面 的 推论 给 出 了 判别 一 个 点 可 用 尺 规 作 出 的 必要 条 件 ， 它 在 实用 上 是 和 
方便 的 . 

推论 3-1 下 一 Q(zi，…, z,; z1，"…, Zz,), 若 复 数 z 可 用 尺 规 作出 , 则 z 
必 是 下 上 的 代数 元 且 其 极 小 多 项 式 的 次 数 等 于 2 的 军 . 

证 明 由 z 的 可 作 性 ,z 必 属 于 下 上 某 个 平方 根 塔 F(z ，…, wn,), F(z) 是 
F(w ，…，, tun) 的 子 域 ,因此 [F(z):F] 是 [F(w，…， wn):F] 的 一 个 因子 .但 
wt € F(u, ,> ui_1)， 因此 [F(z, 9 ui) :PF(u, “> ui)] < 魏 2 ， 于 是 
[F(w ，…，, tun) :F] 等 于 2 的 某 个 宕 , 它 的 因子 [F(z):F] 当 然 也 是 2 的 寡 , 而 由 
$ 4.1 中 的 定理 1-2 可 知 ,[F(z):F] 就 是 = 的 极 小 多 项 式 的 次 数 . 证 毕 . 

下 面 我 们 来 讨论 几 个 著名 的 作 图 问题 ,在 这 几 个 问题 中 只 需 已 知 两 个 点 即 
可 . 因此 我 们 不 妨 设 =: = 0, zx = 1, 这 时 下 = Q. 

例 1 三 等 分 一 个 任意 角 . 我 们 只 需 证 明 60" 角 不 可 以 用 尺 规 三 等 分 就 可 以 


有 
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了 . 一 个 60" 角 虽然 需要 3 个 点 来 决定 ,但 点 亏 十 去 V3 显然 可 用 尺 规 从 已 知 
的 两 个 点 0 与 1 作出 , 故 仍 设 下 一 Q@ 要 三 等 分 60" 角 ,相当 于 作出 点 = cos 至 十 
VTsin 于 ,或 等 价 于 作出 点 cos 至 . 但 由 三 倍 角 公式 ; 

cos 30 = 4cos 0 一 3cosb 


工 一 3 工 TT 
知 cos 本 4cos 9 3cos 9 ， 


即 cos 了 适合 方程 式 : 


一 423 一 3z， 
或 
8z? 一 6z 一 1 一 0， 

多 项 式 8z: 一 6z 一 1 一 (2z) 一 3(2z) 一 1, 因此 如 证 明了 多 项 式 y’ 一 3y 一 1 是 
不 可 约 多 项 式 , 则 8x’ 一 6x 一 1 也 是 不 可 约 的 . 而 % 一 3y 一 1 是 一 个 三 次 多 项 式 ， 
不 难 验证 它 无 有 理 根 , 故 为 不 可 约 ,于 是 如 一 子 x 一 言 就 是 cos 至 的 极 小 多 项 
式 , 它 的 次 数 等 于 3. 由 定理 3-1 的 推论 3-1 知 它 不 能 用 尺 规 作 出 ,这 就 证 明了 
用 尺 规 三 等 分 60" 角 的 不 可 能 性 . 

例 2 ”立方 倍 积 问题 :要 作出 正方 体 使 其 体积 是 已 知 正方 体 的 2 倍 . 若 设 已 
知 正方 体 边 长 为 1, 则 要 求 作出 长 为 VZ 的 线段 . 显然 V2 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 为 
心 一 2, 它 的 次 数 等 于 3, 不 是 2 的 宕 , 故 它 不 能 用 尺 规 作出 . 

例 3 化 圆 为 方 问题 :要 作出 一 个 正方 形 使 它 的 面积 等 于 一 个 已 知 圆 的 面 
积 . 设 已 知 圆 的 半径 为 1, 则 要 求 作出 面积 等 于 x 的 正方 形 ,或 等 价 于 要 作出 数 
Vz 来 .但 是 一 个 超越 数 ,因此 Vx 也 是 超越 数 ( 因 为 任 一 代数 数 的 平方 仍 是 代数 
数 ). 由 定理 3-1 的 推论 3-1 知 也 不 可 能 用 尺 规 作出 ， 

例 4 正 多 边 形 的 作 图 问题 .我 们 在 这 里 只 讨论 素数 边 形 的 作 图 问题 . 设 


是 一 个 素数 . 显然 一 个 正 p 边 形 的 作 图 问题 等 价 于 要 作出 点 < = cos 至 十 
A/ 一 Tsin SF, 适合 多 项 式 x* 一 1 = 二 0. 而 


一 1 一 (zx 一 1)(zx7 十 x 十 … 十 1)， 


136 抽象 代数 学 


于 是 zx 适合 一 个 p 一 1 次 多 项 式 zx?! 十 zx? 了 十 … 十 1. 由 Eisenstein 判别 法 不 难 
证 明 这 是 Q 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 即 是 的 极 小 多 项 式 . 若 这 个 正 p 边 形 可 
用 尺 规 作出 , 则 .p 一 1 = 2*, 或 p= 2 十 1. 从 这 个 结论 我 们 立即 可 推出 正七 边 
形 、 正 十 一 边 形 等 均 不 能 用 直 尺 与 圆规 作出 ,因为 这 些 素数 都 不 能 写成 2 十 1 
的 形状 . 

我 们 还 可 以 进行 更 深入 一 些 的 讨论 , 设 上 述 & 含 有 一 个 奇数 因子 ,比如 
k= 二 jv, 其 中 jy 是 奇数 , 则 

2 二 1 二 D1) 


即 这 时 2* 十 1 是 一 个 合 数 . 因此 要 使 2: 十 1 是 素数 , & 必须 具有 形状 2'. 形 如 
2: 十 1 的 素数 称 为 Fermat 数 . Fermat 曾 猜 测 形 如 2 十 1 的 数 都 是 素数 ,Euler 
指出 这 个 猜测 不 成 立 ,因为 2” 十 1 是 一 个 合 数 . 当 t 二 0, 1, 2, 3, 4 时 ,2* 十 1 
确实 都 是 素数 ,它们 依次 为 :3, 5, 17, 257, 65 537, 这 是 迄今 为 止 人 们 所 知 的 全 
部 Fermat 数 . 有 人 猜测 这 是 仅 有 的 5 个 Fermat 数 ,但 至 今 未 能 证 实 , 也 未 能 否 
定 . 现在 我 们 得 到 了 一 个 正 p 边 形 可 用 圆规 、 直 尺 作出 的 必要 条 件 是 :p 是 一 
Fermat 素数 . 事实 上 ,这 也 是 一 个 充分 条 件 ,但 我 们 在 本 节 中 不 再 作 进 一 步 的 讨 
论 . 我 们 将 在 $ 4. 9 中 证 明正 ” 边 形 可 以 用 直 尺 与 圆规 作出 的 这 个 充分 条 件 . 对 
已 知 的 5 个 Fermat 数 , 正 多 边 形 的 作 图 都 已 有 人 具体 地 构 作 出 来 . 比如 正 十 七 
边 形 的 作法 是 Gauss 19 岁 时 的 惊 世 之 作 ,而 正 257 边 形 及 正 65 537 边 形 虽然 已 
有 人 作 了 ,但 因 无 什么 重要 价值 而 只 配 放 进 博物 馆 供 人 欣赏 . 


司 题 


1. 证 明 :等 可 用 尺 规 三 等 分 . 

2. 证 明 :54* 角 可 用 尺 规 三 等 分 . 

3. 证 明 : 正 九 边 形 \ 正 十 三 边 形 均 不 可 用 尺 规 作出 . 
4. 试 证 : 正 十 七 边 形 可 用 尺 规 作出 . 


i 


在 这 一 节 里 ,我 们 要 研究 由 菜 个 已 知 多 项 式 f(x) € F[z] 所 决定 的 扩 域 . 
在 这 一 扩 域 中 ,f(z) 可 以 分 解 成 为 一 次 因子 的 乘积 . 也 就 是 说 ,多 项 式 f(x) 的 
根 全 落 在 这 个 扩 域 之 中 . 为 此 ,首先 要 回答 这 样 一 个 问题 :给 定 多 项 式 f(x), 能 
否 找到 一 个 扩 域 使 f(z) 在 这 个 扩 域 中 至 少 有 一 个 根 ? 这 个 问题 利用 我 们 已 经 
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学 过 的 知识 ,很 容易 予以 肯定 的 回答 . 

引 理 4-1 设 f(x) 是 域 玉 上 的 多 项 式 且 设 f(x) 不 可 约 , 则 必 存 在 下 的 一 
个 扩 域 下 ,使 F(z) 在 巨 中 至 少 有 一 个 根 . 

证 明 令 F[z] 是 下 上 多 项 式 环 , 作 商 环 F[z]/(A(z)). 由 于 f(z) 不 可 约 ， 
F[z]/(F(z)) 是 一 个 域 , 记 之 为 已 , 作 F>E 的 映射 j :a&, 即 将 下 中 的 元 a 映 
为 常 值 多 项 式 a 代表 的 等 价 类 a 十 (f(z)). 不 难 验证 这 是 个 域 同 态 , 故 是 一 个 
单 态 . 因此 我 们 可 以 将 下 看 成 是 EE 的 子 域 , 即 巨 是 下 的 扩 域 . 


令 
f(x) 一 ao 十 az 十 … 十 aoZz"， 
则 f(z) = 0( 在 E 中 ), 即 6 干 a1zx 干 … 干 4x" 二 0, 亦 即 十 辜 开 十 … 十 QZ" 


一 0. 这儿 z= x 十 (f(x)), 因 此 去 适合 a6o 十 a 十 … 十 anz” 一 0, 这 说 明志 是 
f(z) 的 一 个 根 .证 毕 . 

推论 4-1(Kronecker 定理 ) 设 f(x) 是 域 下 上 的 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 ， 
则 必 存 在 下 的 扩 域 所 ,使 Kz) 在 正中 至 少 有 一 个 根 . 

定义 4-1 设 f(x) 是 域 斑 上 的 首 一 多 项 式 ,E 是 下 的 扩 域 ,适合 条 件 : 

(1) f(z) 在 E[zj 中 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 , 即 存在 7x; € E(i 一 |， 
2，…，, ?7) ,使 得 f(z) = (zx 一 n1) (zx 一 72) … (Zr); 

(2) E = F(ri, rs, ,7,), 
则 称 瓦 是 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 .E 可 以 看 成 是 下 添加 了 f(z) 的 根 7，…，, 
的 扩 域 . 

由 定义 我 们 可 以 看 出 EE 是 使 f(z) 分 裂 为 一 次 因子 之 积 的 下 的 “最 小 ” 
扩 域 . 

用 数学 归纳 法 及 Kronecker 定理 即 可 证 明 分 裂 域 的 存在 性 . 

定理 4-1 F[z] 中 任 一 非 零 首 一 多 项 式 均 有 分 裂 域 . 

证 明 设 F(z) 是 下 [z] 中 非 零 首 一 多 项 式 , 现 将 f(x) 分 解 成 不 可 约 因 地 
之 积 : 

f(x) = fi(zx) f(r) … filzx), 


设 deg f(x) 二 n, 现 对 n 一 & 用 数学 归纳 法 . 

若 n 一 k& 二 0, 则 & 二 n, 每 个 f(x) 必 是 线性 因子 ,于 是 F 就 是 f(x) 的 分 
裂 域 . 

对 n 一 & 之 0, 这 时 至 少 有 一 个 户 (z) ,不 妨 就 设 户 (z) 是 次 数 大 于 1 的 不 可 
约 多 项 式 , 由 Kronecker 定理 ,存在 下 的 扩 域 K,， fi(x) 在 K 中 有 根 , 记 为 7, 则 
有 (x) = (zx 一 r)h(zx), 其 中 h(x)EK[zx], 于 是 在 KLzx] 中 ， 
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f(z) = (zr)h(zr) f(z) f(z). . 
这 时 如 将 f(z) 作 不 可 约 分 解 ,并 设 不 可 约 分 解 的 长 度 为 1, 则 nn 一 1 二 n 一 k, 于 
是 由 归纳 假设 (将 f(x) 看 成 是 域 K 上 的 多 项 式 ) ,存在 天 的 扩 域 忆 , 它 是 f(zx) 
作为 K 上 多 项 式 的 分 裂 域 . 设 在 玉 中 
f(z) = (z—n)(z—r) (zor), 
由 于 > 是 f(z) 的 根 ,因此 必 有 某 个 7;, 不 妨 设 7 = 二 7. 下面 只 需 证 明 玉 = 
下 (六 9 72， 7 ) 即 可 . 国 
因为 E 是 f(z) 作 为 K 上 多 项 式 的 分 裂 域 , 故 有 
E= K(r, rT2, “"", rn ) ， 
从 引 理 4-1 的 证 明 以 及 $4.1 开头 的 说 明 我 们 知道 K = FE(r) ,于 是 利用 > = 7 
可 得 : 
E= Kl(r, 7T2,"""y ra) 一 F(r)(ri, fT2,“"*, rx) 
= F(ri, rs, ,rn). | 
注 ” 任 一 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 EAF( 即 表示 f(z) 是 玉 上 多 项 式 ) 必 是 有 限 
维 的 . 事实 上 ,这 时 巨 一 F(ri, rs,，…, mm), 其 中 每 个 7 都 是 上 的 代数 元 , 当 
然 也 是 Fl(r, 的 ri-1) 上 的 代数 元 ,于 是 


[Flri, we, ri) :Fri, ,Ti1)] < 0, 
由 维 数 公式 即 得 : 
[Fr,, “"*, ra ):F] 一 [Flr;, ”5 ra) 下 ra-1 )] 


[Fn ): 下 ] < 0. 


定理 4-1 肯定 了 多 项 式 分 裂 域 的 存在 性 , 接 下 来 一 个 很 自然 的 问题 是 : 它 
是 否 唯一 ? 我 们 将 证 明 ,在 同 构 的 意义 下 它 是 唯一 的 . 从 唯一 性 的 证 明 中 还 可 
以 得 到 一 个 重要 的 结论 , 它 将 在 以 后 几 节 中 起 着 重要 的 作用 . 为 了 证 明 下 面 的 
定理 4-2 ,我 们 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 4-2 设 了 是 域 下 到 域 素 上 的 同 构 , 则 7 可 以 唯一 地 扩张 为 下 [z]-~ 
到 [z] 上 的 环 同 构 了 ,使 (oa) = mp(a) 对 一 切 a€ 下 成 立 且 7(z) 一 xz, 其 中 F[z] 
与 到 [z] 分 别 是 下 ， 到 上 的 多 项 式 环 . 

证 明 记 m(a) = a&, 作 F[z] 一 F[z] 的 映射 广 ， 


Qo 十 qx 十 十 dz” 一 Co 十 iT 十 十 UY", (1) 
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不 难 验证 这 就 是 所 需 之 同 构 . 由 于 F[z] 由 下 及 x 生成 ,因此 闻 的 唯一 性 是 显 而 
易 见 的 . 证 毕 . 

引 理 4-3 F, 到 , 7 同上 引 理 , 设 g(z) 是 F[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 , 记 
#(g(z)) = 8(z), 则 存在 FLz]/(g(z)) > 下 [z]/(8(z)) 的 同 构 #5, 且 也 可 看 
成 是 F-> 巨 的 同 构 7 的 扩张 . 

证 明 由 上 面 的 引 理 知 可 诱导 出 六 F[z]>F[z]. 作 F[z]>F[z]/ 
(E(z)) 的 环 同 态 p: f(z) 一 了 (x) 十 (B(x)), 这 里 


f(z) 一 ao 十 az 十 … 十 aozn， 
f(z) 一 了 (F(z)) 一 如 十 而 工 十 六 十 5zn， 
显然 p 是 映 上 的 且 Kerp = (g(z)), 于 是 p 导出 同 构 了 : 
F[z]/(g(z)) -下 [z]/(E(z))， 
nf(zx)+ (g(xz))) = f(x) + (ga(7z)). 


不 难看 出 ,如 果 f(z) 取 常 值 多 项 式 , 即 F(z) = a € F (我 们 将 下 按 定 理 4-1 的 
方式 看 成 是 F[z]/(E(z)) 的 子 域 ) , 则 
了 (十 (g(z))) = va) + (g(x)), 

即 地 可 看 成 是 7 的 扩张 . 证 毕 . 

引 理 4-4 设 5 是 域 下 到 下 的 同 构 ,E 与 EE 分 别 是 与 F 的 扩 域 ,又 设 
u€ 是 下 上 代数 元 且 其 极 小 多 项 式 为 g(z) , 则 7 可 以 扩张 为 F(z) 到 吾 内 的 单 
同 态 的 充 要 条 件 是 去 (z) 在 E 中 有 一 个 根 . 这 种 扩张 的 个 数 等 于 E(z) 在 吾 中 
不 同根 的 个 数 . 

证 明 若 7 的 扩张 存在 ,不 妨 记 为 & 因为 g(w) = 0, 故 有 (6(u)) 一 0， 即 
&(w) 是 &(z) 的 根 ,这 就 证 明了 必要 性 . 

现 设 元 是 喜 (z) 在 EE 中 的 一 个 根 . 显然 8(zx) 也 不 可 约 (注意 它 是 g(xz) 的 
同 构 像 ), 于 是 有 同 构 F(wu) 综 F[xj/(g(zx)), F(z) 综 F[z]/(8(x)). 再 由 引 
理 4-3 中 的 辣 构 即 可 得 同 构 F(z) F(z) (参见 图 1) ,图 中 虚 箭 头 即 为 三 个 同 
构 映 射 的 合成 . 但 去 ( 云 ) 是 EE 的 子 域 ,我 们 得 到 了 域 F(z) 一 无 内 的 同 态 6 又 
因为 F(w) 是 域 ,Ker & 只 能 为 101, 所 以 & 必 是 单 同 态 .映射 F(u) 一 F[z]/ 
(g(xz)) 将 下 中 的 元 a 映 为 a 十 (g(x)); 上 映射 F[zx]/(g(zx)) > F[z]/(g(z)) 
将 a 二 (g(x)) 映 为 十 (g(x)) 二 ny(a) 十 (B(xz)); 映射 F[z]/(g(z)) -> F(a) 
将 Wa) 十 (g(x)) 映 到 wy(a), 因 此 &(a) 二 vy(a), 即 & 是 % 的 扩张 .读者 不 难看 出 
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对 任意 的 f(w) E F(w), f(w) 一 ao 十 ax 十 … 十 ao" (注意 由 于 “是 忆 上 代数 
元 , F(wu) = F[u]), €(f(w)) = f(z) = a0) Ta) 十 … 十 Wa,)i". 特别 ， 
(zx) 一 埃 因为 F(w) 由 FF 及 w 生成 , 故 将 x 变 到 去 的 7 了 的 扩张 是 唯一 的 . 不同 
的 8 的 根 给 出 了 不 同 的 扩张 ,因此 7 的 扩张 数 正好 等 于 辫 (z) 在 E 内 不 同 的 根 
的 个 数 . 证 毕 . 

FC) 一 -一 FLz]l/(CgCz)) 


F[z]/CECz)) 


图 1 

现在 我 们 可 以 证 明 如 下 的 重要 定理 了 . 

定理 4-2 设 7 aa 是 FF 的 域 同 构 ,f(zx) 是 F[z] 中 的 首 一 多 项 式 ， 
f(z) 是 f(x) 在 FL[z] 中 相应 的 多 项 式 (意义 同上 ). EE 与 记分 别 是 f(z) 及 
F(z) 的 分 裂 域 , 则 jg 可 以 扩张 为 E 一 语 的 域 同 构 ,而 且 , 这 种 扩张 的 数目 不 超 
过 [E:F], 当 了 (zx) 在 EE 中 无 重 根 时 ,正好 等 于 [E:F]， 

证 明 ”对 分 裂 域 在 基 域 上 的 维 数 用 数学 归纳 法 . 

若 [E:F] 一 1, 则 E=F, f(x) == (zx 一 1) … (z 一 r,), r;€ F, 于 是 f(z) 
= (x) (zr—F), D7, …, 是 f(z) 在 F 中 的 根 , 故 E== 玉 ,yy 的 
扩张 就 是 自身 ,显然 必 唯 一 . 

现 设 [E:F] 之 1. 这 时 f(z) 在 F[z] 中 不 能 分 解 成 为 一 次 因子 的 乘积 , 故 不 
妨 设 g(z) 是 F(z) 的 一 个 次 数 大 于 1 的 不 可 约 因 子 . 由 于 引 理 4-2 中 的 了 是 环 
同 构 , 故 5(z) 也 是 了 (xz) 的 不 可 约 因子 . 又 设 


8(7) = (rn) (rrn), 
f(z) = (cor) (rm) (Z 一 re) (rr), 
B(x) = (zh) (rt), 
Fx) = (xh) tots) (一 加) (rz—t), 


其 中 xiEE,t€E,i=1,2,…,n. 令 玫 一 Fn), 由 于 g(z) 在 下 上 不 可 约 ， 
故 g(z) 是 7 在 下 上 的 极 小 多 项 式 且 由 定理 1-2 知 [K:F] = deg g(z) 一 7. 
由 引 理 4-4 知 存在 个 从 KK 到 EE 内 的 单 同 态 &, 名 ，…, 和 ,它们 都 是 yy 的 扩 
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张 ,其 中 上 是 (x) 在 EE 中 不 同根 的 个 数 , 故 k 三 m. 当 B(x) 的 根 全 是 单 根 时 
& 二 m， 由 分 裂 域 的 定义 知道 ,E 也 可 看 成 是 K[x] 中 的 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 . 
同样 , 对 每 个 i(i 一 1, 2,…,&), E 也 是 了 (zx) 作 为 &(K)( 它 是 名 的 像 , 是 EE 
的 子 域 ) 上 的 多 项 式 的 分 裂 域 , 显然 [E:K] < [E:F] , 故 可 用 归纳 假设 , 每 个 & 
可 以 扩张 为 EE 的 同 构 且 这 些 扩 张 的 数目 不 超过 [E:K], 而 当 了 (x) 在 中 
的 根 都 是 单 根 时 正好 等 于 [E:K]. 显然 ,任何 一 个 这 样 的 同 构 都 是 7 的 扩张 . 又 
因为 7 的 这 些 扩张 作为 不 同 的 5 的 扩张 也 互 不 相同 , 故 它们 的 总 数 必 不 超过 
m[E:K]=[K:FJ[E:K] = [E:F], 当 f (xz) 的 根 全 是 单 根 时 正好 等 于 [E:F]. 
最 后 , 由 于 7 的 任 一 扩张 限制 在 K 上 时 是 KK 一 内 的 单 同 态 , 故 这 个 限制 必 是 
某 个 各, 1 入 i 家, 这 说 明 我 们 已 将 所 有 7 的 扩张 都 考虑 在 内 了 . 证 毕 . 

上 面 定理 的 特殊 情况 之 一 是 当下 = 下 , 7 为 恒 等 映 射 时 多 项 式 f(z) 的 下 上 
分 裂 域 下 与 巨 必 同 构 , 这 就 证 明了 分 裂 域 的 唯一 性 . 更 为 特殊 的 是 若 正 一下, 则 
F 上 的 恒 等 同 态 可 以 扩张 为 E 的 自 同 构 的 数目 至 多 等 于 [已 :F], 由 于 这 个 结论 
的 重要 性 ,我 们 把 它 写成 如 下 定理 . 

定理 4-3 巨 是 FF 上 多 项 式 了 (zx) 的 分 列 域 , 则 EAF 的 自 同 构 ( 即 保持 下 中 
元 不 动 的 已 的 自 同 构 ) 数 目 入 [E:F], 当 f(x) 无 重 根 时 恰 为 [E:FF]. 

下 面 我 们 将 举例 说 明 如 何 来 求 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 . 由 于 分 裂 域 理论 是 
Galois 理论 的 基础 ,读者 务必 弄 懂 其 含义 . 

例 1 F=Q, f(r)= zx:—2. 


由 于 F(z) 在 实数 域内 有 根 V2 , 故 Q(V2) 就 是 f(x) 的 分 裂 域 . 

例 2 F=Q, f(x)= (xz 二 1) (zx’ —2). 

这 时 f(x) 不 是 不 可 约 的 .我 们 先 取 其 一 个 不 可 约 因 子 x? 一 2, 由 例 1 知 它 
的 分 裂 域 为 Q(V2). 再 来 看 xz? 十 1, 它 在 Q(V2) 上 必 不 可 约 .事实 上 由 于 xz? 十 1 
为 二 次 多 项 式 , 如 可 约 , 则 必 在 Q(V2) 中 有 根 , 设 为 4 十 V2, 其 中 a, 6b 都 是 有 理 
数 , 于 是 (a 十 5 V2)? 十 1 = 0, 即 (a 十 28? 十 1) 十 2abY2 = 0. 显然 a5 = 0, 即 或 
a 二 0 或 5 二 0. 车 a 二 0, 则 265 十 1 二 0, 这 不 可 能 ;车 5 二 0, 则 a? 十 1==0, 也 
不 可 能 ,从 而 x: 十 1 在 Q(Y2) 上 不 可 约 . 引进 虚 单位 i, 显 然 f(zx) 在 Q(V2, i) 上 可 
分 裂 为 一 次 因子 的 乘积 ,因此 f(x) 的 分 裂 域 为 Q(V2, i)， 

例 3 下 二 Q, f(x) 二 x? 一 2, 其 中 马 是 素数 . 

由 Eisenstein 判别 法 知道 f(x) 在 Q 上 不 可 约 . f(x) 有 一 个 实 根 妈 , 故 f(x) 
是 顷 的 极 小 多 项 式 , 于 是 [Q(2):Q] = p. 设 a 是 f(z) 的 任 一 在 复数 域 C 中 的 


Q ANYP oz 
二 -1 
因此 a = NDw:, w= cos 合十 isin 竺 是 z? 一 1 一 一 0 的 一 个 复 要 多 项 式 必 一 1 在 
Q 上 可 分 解 为 
2 一 1 一 (z 一 1)(zi 十 zt 十 … 十 1)， 
其 中 zt 拘 .十 zt 十 … 十 1 是 不 可 约 的 , 故 是 w 的 极 小 多 项 式 , 于 是 [Q(o):Q] = 
一 1. 多 项 式 x? 一 2 的 根 可 以 写 为 
YE, Yaw, Vow? , oo 和， 
因此 在 Q( 和 2, w) 上 1 本 和 和 而 
| = V2w/ 2, 

因此 Q( 和 ,wow) = Q( 人 2, 毁 o …, 罗 o 生 ), 即 Q(Y5, w) 是 f(x) 的 分 裂 域 . 

现在 来 求 [Q(Y2, w):Q]. 

[QC2， w):Q] 一 [QW2, w) :Q(W2)] [QW2):Q] 
一 [QQW2， ol):Q(o)][Q(o) :QI]. 

[QQW2, w):Q] 含有 一 个 素 因 子 p 及 另 一 个 因子 pp 一 1. 男 一 方面 wi 适合 (5) 
上 的 多 项 式 ze-: 十 zx? 了 十 … 十 1 = 0, 因此 w 在 QC2) 上 极 小 多 项 式 的 次 数 
-过 凡 一 1, 于 是 [Q(2, w):Q( 奶 )] 志 pp 一 1. 同 理 [Q( 好 ,ww):Q(o)] 扫 户 综 上 
所 述 我 们 有 [Q(Y2, w):Q] = p(p 一 1). 

例 4 设 F=2Z,, f(x)= zx*—1. 

注意 这 时 x* 一 1 = 二 (zx 一 1)*, 因此 f(z) 的 分裂 域 就 是 Z，. 

例 5 设 F=Z, f(z) = x 十 x 十 1. 

因为 f(z) 是 三 次 多 项 式 ,如 在 下 上 可 约 必 有 一 个 一 次 因子 ,从 而 (xz) 在 
Zs 中 有 根 . 但 Z 共有 两 个 元 素 , 代 入 后 知 皆 不 是 f(z) 的 根 ,因此 f(z) 在 Z 上 
不 可 约 . 作 Z[z]/A(f(z)), 令 r= 二 zz 十 (f(x)), 则 Zi[zxz]jA(f(zx)) 中 的 元 素 为 : 
0, 1, r, 1 十 r, ,1 十 ?十 ?1 十 r+ 十 7 , 共 8 个 .不 难 验证 ,r, 内 是 f(x) 
在 Zz[zjA(f(zx)) 中 的 根 ,因此 F(z) 在 这 个 域 中 可 以 分 解 为 一 次 因子 之 积 , 即 它 
是 f(z) 的 分 裂 域 . 显然 Z:[z]/(FCz)) = F(7). 
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司 题 


. 求 Q 上 多 项 式 f(z) = zx 一 1 的 分 裂 域 . 
. 求 Q 上 多 项 式 f(zx) = zt 十 2 的 分 裂 域 . 
. 求 Q 上 多 项 式 f(z) = (zz 一 2)(zx? 一 3) 的 分 裂 域 . 
求 多 项 式 xz? 一 2 在 实数 域 上 的 分 裂 域 . 
. 证 明 : 域 QV2) 和 域 Q(V3) 不 可 能 同 构 . 
. 设 已 是 F 的 扩 域 , 若 [E:F] = 2, 则 已 是 F 上 的 分 裂 域 . 
. 设 f(z) = x 一 2z’ 十 7z? 一 6x 十 12 是 有 理 数 域 上 多 项 式 且 已 知 V 一 3 和 1 十 vV 一 3 
是 其 根 , 证 明 : Q(V 一 5) 是 F(z) 的 分 裂 域 . 又 问 : 是 否 存在 Q(V 一 5) 的 自 同 构 a 适合 
o(V—3) = 一 1 十 V 一 3? 

8. 求 Z 上 多 项 式 f(z) = xz 十 zx 十 1 的 分 裂 域 . 

9. 求 Z 上 多 项 式 f(z) = xz? 十 2z 十 1 的 分 裂 域 . 

10. 当 有 理 数 a, 5 满足 什么 条 件 时 ,多 项 式 f(z) = 屏 十 oz 十 5 在 Q 上 的 分 裂 域 在 Q 上 
的 维 数 等 于 3? 

11. 设 巨 是 域 F 上 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 且 deg f(z) = ,求证 :[E:F] 之 nl 


A 中 ~ 


我 们 在 上 一 节 得 到 了 一 个 重要 结论 : 若 已 是 下 上 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 , 则 
E/F 的 自 同 构 个 数 不 超 过 [E:F]. 当 F(z) 在 已 中 无 重 根 时 , 恰 为 [已 :F]. 现 在 的 
问题 是 , 若 f(x) 有 重 根 ,EAF 的 自 同 构 个 数 是否 仍 有 可 能 等 于 [E:F]? 我 们 来 
详细 地 讨论 这 个 问题 . 

首先 我 们 设 f(z) 有 两 个 分 裂 域 ,分 别 记 为 EE 与 E. 车 f(z) 在 E(z) 中 分 
解 为 


f(z) = (zr—n (rn, 
其 中 是 巨 中 互 不 相同 的 元 ,这 时 称 x 为 有 (z) 的 名 重 根 .由 定理 4-2 知 ,存在 
E~ 互 的 同 构 使 f(z) 在 巨 [z] 中 可 分 解 为 
f(z) = (zx— én)) (一 人 六 ))5 (一 多 凡 )) 和 ， 
这 表明 7(z) 的 重 根性 质 , 即 诸 & 不 随 具体 分 裂 域 的 不 同 而 改变 . 因此 ,我 们 可 
选择 某 一 特定 的 分 裂 域 来 讨论 问题. 
另外 ,车 设 f(z) = 所 (z) 奉 (z) … 扩 (zx) 是 f(z) 在 F[z] 中 的 一 个 不 可 
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约 分 解 , 且 当 i 头 7 时 ,fi(x) 与 方 (z) 互 素 , 令 
folz) 一 万 (z) falz) "fi(z), 


显然 f(x) 与 fo(zx) 有 相同 的 分 裂 域 ,因此 我 们 可 以 将 求 f(x) 的 分 裂 域 归结 为 
求 fo(z) 的 分 裂 域 . 

再 看 f(x) 的 任意 两 个 不 相同 的 不 可 约 因子 (zx),， fi (zx). 由 于 (fi(x)， 
fz(Xx)) = 1, 故 存在 s(z)，!z)EF[z], 使 


广 (z)s(z) 十 户 (z)tz) = 1. 


显然 有 (zx) 与 户 (z) 在 jz) 的 分 裂 域 中 不 可 能 有 公共 根 ,否则 将 出 现 0 = 1 的 
矛盾 . 这 个 事实 说 明 户 (z) 如 有 重 根 , 当 且 仅 当 它 的 不 可 约 因子 有 重 根 . 

从 上 面 的 讨论 我 们 可 以 看 到 , 若 f(z) 的 不 可 约 因 子 无 重 根 , 则 fo(z) 无 重 
根 . 车 设 f(z) 的 分 裂 域 即 f(x) 的 分 裂 域 为 E, 则 EAF 自 同 构 的 个 数 恰 为 
[E:F]. 

定义 5-1 设 f(z) 是 F[z] 的 多 项 式 , 若 f(z) 的 每 个 不 可 约 因子 在 f(x) 的 
分 裂 域 中 均 无 重 根 , 则 称 f(z) 是 一 个 可 分 多 项 式 . 

定义 5-2 设 E 是 下 的 扩 域 ,EE, 若 u 在 F 上 的 极 小 多 项 式 是 可 分 多 项 
式 , 则 称 x 是 FF 上 的 可 分 元 

定义 5-3 设 E 是 F 的 代数 扩 域 , 若 EE 中 的 每 个 元 都 是 FF 上 的 可 分 元 , 则 
称 是 FF 上 的 可 分 扩 域 或 可 分 扩张 . 

上 面 的 讨论 用 可 分 性 语言 来 表示 即 为 下 述 定 理 . 

定理 5-1 设 f(x) 是 域 玉 上 的 多 项 式 , 若 f(z) 可 分 ,E 是 f(z) 的 分 裂 域 ， 
则 E/F 的 自 同 构 数 等 于 [E;: Fl. 

我 们 稍 后 将 看 到 ,确实 存在 着 不 可 分 多 项 式 f(x) E F[z]， 它 的 分 裂 域 
E/F 的 自 同 构 数 小 于 [E:Fl1. 一 般 来 说 ,不 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 在 F 上 的 维 数 
总 比 它 的 保持 下 中 元 不 动 的 自 同 构 数 要 大 ,但 我 们 在 本 课程 中 不 对 此 作 进 一 步 
的 讨论 . 这 方面 的 内 容 可 参看 O. Zariski, P. Samual 撰写 的 《Commutative Alge- 
bra》 第 一 卷 或 N. Jacobson 撰 写 的 《Lectures in Abstract Algebra》 第 三 卷 . 

我 们 现在 转 而 来 考虑 多 项 式 的 重 根 问题 . 如 同 高 等 代数 教程 中 的 做 法 ;我们 
可 以 定义 一 个 多 项 式 的 导数 并 借助 于 导数 来 判别 一 个 多 项 式 的 重 根 . 

定义 5-4 设 f(z)€ Flzx], f(z) 二 a 十 a1z 十 … 十 anzx", 定义 f(z) 的 导 
数 为 下 面 的 多 项 式 : 


f' (x) = CT 十 cz 并 十 oo 十 ma ,一 1 ， 
显然 导数 具有 下 列 性 质 : 
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(1) (f+e)=f +e’; 

(2) (af) = af” 其 中 a € Fi 

(3) (fg) = f'g+ fe'. 

对 特征 为 零 的 域 ,从 广 (z) = 二 0 可 推出 f(x) =a€ 下. 但 对 特征 为 p 关 0 的 
域 ,从 了 (zx) = 二 0 不 能 推出 f(x) = aE 下 , 这 点 需 特别 注意 .事实 上 , 若 F(z) 一 x?， 
则 A(z) 一 0, 但 A(z) 天 ae 下 

域 下 上 的 多 项 式 何 时 有 重 根 ? 我 们 有 如 下 的 判定 定理 . 

定理 5-2 设 /(z) 是 域 玉 上 的 非 零 首 一 多 项 式 , 则 /(z) 在 其 分 裂 域 已 中 
无 重 根 的 充 要 条 件 是 (f(z), 了 (zx)) =1, 即 f(zx) 与 了 (zx) 互 素 . 

证 明 ”类 似 于 高 等 代数 的 证 明 ,从 略 . 
推论 5-1 设 F 是 特征 为 零 的 域 , 则 F[z] 上 的 任 一 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 . 
多 项 式 ， 

证 明 设 g(z) 不 可 约 , 若 g(xz) 有 重 根 , 则 (g(x), g(x)) 关 1. 但 g(x) 不 
可 约 , 故 (g(z), g (x)) = g(x), 于 是 g(xz)ig (x). 但 任 一 不 可 约 多 项 式 的 次 
数 都 大 于 零 ,F 的 特征 为 零 , 故 g(x) 关 0. 而 deg g (x) 过 deg g(x), 于 是 就 出 
现 了 矛盾 . 证 毕 . 

推论 5-2 设 下 是 特征 为 p 关 0 的 域 , 则 下 上 的 不 可 约 多 项 趟 g(x) 为 不 可 
分 多 项 式 的 充 要 条 件 是 g (z) = 0. 

证 明 设 g (zx) 二 0, 则 (g(x),g ‘(zx)) = gz) 了 1, 故 g(zx) 有 重 根 , 即 为 
不 可 分 多 项 式 . 道 命题 是 显然 的 . 证 毕 . 

推论 5-3 设 下 是 特征 为 p 关 0 的 域 , 则 不 可 约 多 项 式 F(z) E FE[z] 为 不 
可 分 多 项 式 的 充 要 条 件 是 f 具有 形状 : 

FJz) 一 ao 十 az 十 az 十 … 十 ao 
证 明 ”充分 性 很 显然 ,因为 这 时 广 (z) = 0. 
反之 , 设 f(x) 二 co 十 ciz 十 Cox 十 … 十 cmz”, 求 导 得 : 
f(x) 一 cl 十 2cz 十 … 十 macnzm 1， 
要 使 (zx) = 0, 必 须 kcs 一 0 对 一 切 有 一 1,2,…, m 成 立 , 于 是 除了 cs， czs， 
… 这 些 系 数 外 ,其 余 c; = 0. 即 f(z) 具 有 所 需 之 形状 . 证 毕 . 

下 面 我 们 要 举 一 个 不 可 分 多 项 式 的 例子 . 由 推论 5-1 知 , 只 有 特征 为 pp 的 
域 上 才 可 能 有 不 可 分 多 项 式 . 

”首先 我 们 来 看 特征 为 p 的 域 玉 上 的 映射 p: g(a) 一 a*. 由 于 gla 十 6) = 
(a 二 6)? = 二 a? 十 抱 二 g(a) 十 pg(8) (由 二 项 式 展开 ,中 间 的 那些 项 的 系数 都 是 p 


146 抽象 代数 学 


的 倍数 , 故 等 于 0); p(eb)* = atb? 一 g(a)g(b) ;g(a 1) 一 (ar)? 一 (az) -一 
2(a): , 故 gp 是 域 下 到 自身 内 的 自 同 态 .因为 下 是 域 ,所 以 p 必 是 单 同 态 . 这 个 
同 态 通常 称 为 Frobenius 同 态 ,其 同 态 像 记 为 F?, 即 F? = {a? | a€ Fi, 显然 F? 
是 下 的 子 域 . 

“其 次 我 们 需要 一 个 引 理 ， 如 下 所 述 . 

” 引 理 5-1 设 下 是 特征 为 p 的 域 ,aE 下， 则 多 项 式 z* 一 a 或 在 F 上 不 可 约 ， 
或 等 于 (zx 一 6)*,b EF. 

证 明 设 之 一 "在 F 上 可 约 , 则 存在 下 上 多 项 式 g(z), h(z) 使 得 (x 一 a) 
二 g(x)h(x). 令 瑟 是 z* 一 a 的 分 裂 域 ， 6b 是 其 一 个 根 , 则 一 a = 0, 即 a = 6?， 
从 而 


za=z—b = (r—b)t. 
由 g(z)h(z) 二 (zx 一 6)* 得 g(x) 二 (zx 一 6)*, 0 过 之 p, 将 (xz 一 b)* 展开 ,并 利 
用 g(x)EF[zx] 立 即 得 妇 EF. 但 p 是 素数 , 故 (&, Pp) 二 1, 即 存在 整数 s, t, 使 
如 十 所 二 1, 于是. … 
b= t= (WH)(b): = (bt)ar € 下. 
例 1 下 = 2Z,(z), 即 域 Z,， 上 以 :为 未 定 元 的 有 理 函数 域 , f(z) = zx? 一 t. 
… 现 来 证 明 f(x) 是 不 可 分 多 项 式 , 先 证 明 它 是 不 可 约 的 . 由 引 理 5-1 可 知 ,只 


需 证 明 + 不 是 下 中 某 个 元 的 次 竺 就 可 以 了 假设 不 然 , :一 (群生 ) ,其 中 


g(1) ,h(t) 是 2Z。 上 的 多 项 式 , 则 zh(1))* 一 g(2)?. .不妨 设 g(t) 一 2 十 at 十 … 
十 ant”， h(t)= 6 二 Ot 二 … “十 bnt” , 得 : 


th (t)? 一 bet 十 betet! 十 … 十 bht™?+t! ， 
g(t ? = af 二 att? 二 …: + aft™, | 


”代入 等 式 比较 系数 即 知 h(z) = 0, 而 这 是 不 可 能 的 ,因此 f(z) 不 可 约 . 另 一 方面 
显然 六 (zx) 二 0, 故 由 推论 5-2 知 f(z) 是 一 个 不 可 分 多 项 式 . 

定义 5-5 若 一 个 域 玉 上 的 任 一 多 项 式 都 是 可 分 多 项 式 , 则 称 下 是 完全 域 . 

”显然 ,完全 域 的 代数 扩 域 必 是 可 分 扩 域 .特征 为 零 的 域 ,如 有 理 数 域 . 实 数 

域 复 数 域 等 都 是 完全 域 . 

对 特征 为 p 的 域 ,有 如 下 判定 定理 . : 

定理 5-3 设 下 是 特征 为 p 的 域 , 则 FF 为 完全 域 的 充 要 条 件 是 Fr 一 

证 明 设 F? 关 下 , 则 存在 a € F, 但 a EF?, 因 此 a 不 是 F 下 元素 的 1 次 
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和 区. 由 引 理 5-1 知 多 项 式 x? 一 a 不 可 分 , 故 下 不 是 完全 域 . 

反之 ,车 下 不 是 完全 域 , 则 存在 下 上 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 ,由 推论 5-3 知 
其 形状 为 f(z) = a 十 aiz? 十 … 十 asz”, 这 时 车 每 个 a; 都 是 下 中 元 素 的 某 个 
妨 次 里, 比如 4 一 名 , 则 jz) = (bo 十 bi 工 十 … 十 b,x”)? 与 f(x) 不 可 约 矛 盾 . 因 
此 必 存 在 某 个 a; 使 a; 不 属于 F?*, 即 Fe 关 F. 证 毕 . 

推论 5-4 ”有限 域 下 必 是 完全 域 . 

证 明 由 于 Frobenins 映射 是 单 的 ,而 对 一 个 有 限 集 映 内 的 单 映射 必定 是 
满 映射 , 故 F? = 下 , 由 定理 5-3 可 知 下 是 一 个 完全 域 . 证 毕 . 


习 题 


1. 设 王 是 下 的 可 分 扩 域 ,K 是 中 间 域 , 即 E 二 K 二 F, 求证 :K 是 F 的 可 分 扩 域 ,E 是 K 
的 可 分 扩 域 . 

2. 设 F(a) 是 下 的 单 代数 扩 域 , 且 [F(a):F] = n; 又 a 在 F ,上 的 极 小 多 项 式 为 g(z)， 
g(z) 的 分 裂 域 为 , 记 j 为 F 到 EE 内 的 包含 同 态 ,如 果 a 不 是 F 上 可 分 元 ,求证 :j 可 扩张 为 
F(a) 一 EE 内 的 单 同 态 个 数 必 小 于 7. 

3. 设 " 是 域 F 上 的 可 分 元 , 则 F(a) 是 下 的 可 分 扩 域 . 

4. 设 “ 是 域 F 上 的 可 分 元 ,是 F(a) 上 的 可 分 元 ,已 = F(a, B), 工 是 下 的 代数 闭 包 , 则 
F 到 L 的 包含 同 态 可 以 扩张 为 [E;F] 个 从 EE 到 下 的 单 同 态 . 

5. 设 EE 是 下 的 有 限 扩 域 ,L 是 下 的 代数 闭 包 , 则 下 到 L 的 包含 同 态 可 以 扩张 为 [E:F] 
个 单 同 态 的 充 要 条 件 是 已 是 下 的 可 分 扩 域 . 

6. 设 “是 下 上 的 可 分 元 ,8 是 F(a) 上 的 可 分 元 , 则 F(a, 及) 是 下 的 可 分 扩 域 ,从 而 8 是 下 
上 的 可 分 元 . 

7. 车 民 是 正 的 可 分 扩 域 ,已 是 天 的 可 分 扩 域 , 则 巨 是 下 的 可 分 扩 域 . 

8 设 /(z) 是 下 上 的 多 项 式 ,次 数 为 ,又 设 下 的 特征 为 9 或 大 于 ,证 明 :是 7(z) 的 和 
重 根 ( & < n ) 的 充 要 条 件 是 : 


fla) = ja) 一 … 一 4)(o) 一 0, 但 Fo(a) 尖 0. 


9. 设 ? 是 域 下 (特征 为 p) 上 的 Frobenius 映射 ,证 明 : 在 g 下 不 动 的 元 素 全 体 正好 是 下 
的 素 子 域 . 

10. .证 明 : 域 下 是 完全 域 的 充 要 条 件 是 的 任 一 有 限 扩张 都 是 可 分 扩 域 . 

11. 设 下 是 特征 为 p 的 域 , f(z) 是 下 上 不 可 约 多 项 式 ,证 明 ;f 必 可 写 为 如 下 形式 : f(x) 
= g(x* ), 其 中 g 是 一 个 不 可 约 的 可 分 多 项 式 ,e 是 非 负 整数 . 利用 这 个 结论 证 明 : 多 项 式 
f(z) 的 每 个 根 都 有 相同 的 重 数 ( 在 f(x) 的 分 裂 域 中 )( 提 示 : 反 复 利用 推论 5-3). 

12. 设 下 是 特征 为 p 的 域 ,u 是 F 上 代数 元 ,求证 : 必 存 在 非 负 整 数 e, 使 w 是 F 上 的 可 
分 元 (提示 :利用 第 11 题 ). 


我 们 首先 来 看 多 项 式 分 裂 域 的 一 个 性 质 . 

引 理 6-1 设 f(z) 是 域 上 的 多 项 式 ,E 是 f(x) 的 分 裂 域 , 若 uEE, 它 在 下 
上 的 极 小 多 项 式 为 g(xz), 则 g(xz) 在 中 必 分 裂 , 即 g(x) 在 E[z] 中 可 分 解 为 一 
次 因子 的 乘积 . 

证 明 我们 只 需 证 明 g(x) 的 所 有 根 均 落 在 E 中 即 可 .将 g(x) 看 成 是 E 上 
的 多 项 式 , 设 K 是 g(z) 作 为 E 上 多 项 式 的 分 裂 域 ,r EK 是 g(x) 的 一 个 根 , 现 
要 证 明 ~E E. 作 E(7) ,我 们 便 得 到 下 面 的 图 ( 见 图 2) ,其 中 箭头 表示 包含 映射 . 


E E(r) 
F(u) F(r) 
F 
图 2 


因为 > 是 g(z) 的 根 ,由 引 理 4-4, 存 在 F(u) 一 F(r) 的 同 构 o,o 限 制 在 下 
上 ,是 下 的 恒 等 映 射 ,于 是 o(f(z)) = f(x) ( 引 理 4-3). 又 显然 EE 与 E(r) 分 别 
是 f(z) 在 F(w) 与 F(r) 上 的 分 裂 域 ,由 定理 4-2, 我 们 得 到 EF 一 E(r) 的 同 构 y, 7 
是 的 扩张 ,因此 [E:F(w)] 二 [El(r):F(r)]. 但 男 一 方面 , [F(w):F] = 
[F(7):F], 由 维 数 公式 得 : 


[E:F] = [E:F(u)][F(u):F] = [E(r):F(r)J[F(r):F] 
= [E(r):F]. 


但 EC E(r), 故 必 有 E= E(r), 即 r € E. 证 毕 . 

引 理 6-1 表明 f(z) 的 分 裂 域 EAF 具有 这 样 的 性 质 : 若 下 上 一 个 不 可 约 多 
项 式 g (zx) 在 EE 中 有 根 , 则 它 的 所 有 根 均 在 中 . 

定义 6-1 设 EE 是 F 的 代数 扩 域 ,车 下 上 的 任 一 不 可 约 多 项 式 在 EE 中 或 者 
无 根 或 者 根 都 在 E 中 , 则 称 玉 是 下 的 正规 扩 域 或 正规 扩张 . 

引 理 6-1 表明 一 个 多 项 式 的 分 裂 域 必 是 正规 扩 域 . 这 个 命题 之 道 也 是 正确 
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的 . 我 们 只 对 有 限 扩张 来 证 明 它 . 

定理 6-1 设 已 是 F 的 有 限 扩张 , 则 已 是 王 的 正规 扩 域 当 且 仅 当 已 是 下 
上 某 个 多 项 式 的 分 裂 域 . 

证 明 ”充分 性 即 引 理 6-1, 现 来 证 明 必 要 性 , 由 于 [E:F] < co, 不 妨 设 ui， 
wz，*…, us 是 E 作为 F 上 线性 空间 的 基 , 令 g;(zx) 是 ww 在 F 上 的 极 小 多 项 式 
(i 二 1,2,…, n) , 则 由 正规 性 显然 玉 是 多 项 式 f(x) = gi(x)g:(zx)…g,(z) 
的 分 裂 域 . 证 毕 . 

推论 6-1 域 下 的 任 一 一 有 限 扩张 必 含 于 F 的 某 个 正规 扩张 之 中 . 

证 明 车 [E:F] = n, 是 F 的 扩张 ,如 辣 定理 6-1 的 证 明 , 令 KK 是 了 (zx) 
二 g1(x)gz(z)…gs(x) 的 分 裂 城 , 则 K 必 是 下 的 正规 扩 域 且 包 含 E. 证 毕 . 

定义 6-2 设 巨 是 F 的 代数 扩 域 , 若 K 是 下 的 正规 扩 域 且 包 含 EE, 又 车 
开 伍 ME, M 是 F 的 正规 扩 域 , 则 必 有 开 = M, 则 称 K 是 ELF 的 正规 闭 包 . 

正规 闭 包 即 是 包含 已 的 最 小 的 下 的 正规 扩 域 . 

由 定理 6-1 的 推论 可 知 , 对 下 的 任 一 有 限 扩张 已 ，E/E 的 正规 闭 包 必 存 在 . 
事实 上 就 是 推论 中 的 K. 这 一 结论 对 一 般 的 (不 一 定 是 有 限 扩张 ) 代 数 扩张 也 
对 ,但 这 里 不 再 予以 证 明 . 

从 定理 6-1 的 证 明 还 可 以 看 出 ,F 的 有 限 扩张 EAF 的 正规 闭 包 在 同 构 的 意 
义 下 唯一 (这 对 一 般 的 代数 扩张 EAF 也 对 ). 事实 上 ,E/F 的 正规 闭 包 必 是 定理 
证 明 中 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 ,由 分 裂 域 在 同 构 意义 下 唯一 即 得 结论 

例 1 有 理 数 域 Q 上 的 扩 域 Q(V2) 是 正规 扩 域 ,因为 它 是 多 项 式 xz? 一 2 的 
分 裂 域 . 


例 2 Q 上 的 扩 域 Q(2, w) 是 正规 扩 域 ， 这 儿 w 一 一 六 + , 因此 它 是 


多 项 式 f(x) = 一空 一 2 的 分 裂 域 . 各 QD) 不 是 的 正规 扩 域 ,天 为 f(z) 的 根 不 
全 在 其 中 . 

例 3 下 二 Q(V2), EE=Q(V2), 显然 是 Q 的 正规 扩 域 ,E 也 是 下 的 正规 
扩 域 ,因为 EE 是 F 上 多 项 式 z: 一 V2 的 分 裂 域 .但 EE 不 是 Q 的 正规 扩 域 ,因为 
心 一 2 在 已 中 有 根 ,但 其 两 个 复 根 不 在 已 内 . 

例 3 说 明正 规 扩 域 没有 传递 性 ,这 一 点 正如 群 论 中 正规 子 群 没有 传递 性 一 
样 . 我 们 很 快 就 会 看 到 上 面 两 个 事实 之 间 的 内 在 联系 . 作为 比较 ,有 限 扩张 、 代 数 
扩张 以 及 可 分 扩张 都 有 传递 性 . 

正规 扩 域 有 一 些 比较 好 的 性 质 ,下 面 的 定理 表明 正规 扩 域 具有 某 种 不 变性 . 

定理 6-2 设 E 是 F 的 有 限 维 正规 扩张 ,K 是 EE 与 F 的 中 间 域 , 则 下 列 3 
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个 命题 等 价 : 

(1) K 是 下 的 正规 扩 域 ; : 

(2) 若 o 是 EF 的 自 同 构 , 即 为 的 保持 下 中 元 不 动 的 自 同 构 , 则 o(K) 
CKkK; 

(3) 车 o 是 E/F 的 自 同 构 , 则 o(K) = 

证 明 (1) 一 (2). 设 K 是 F 的 正视 妇 域 wu EK 是 K 中 任 一 元 素 ,u 在 F 
上 的 极 小 多 项 式 为 g(x), 则 ol(g(w)) = g(o(w)), 但 g(x) = 0, 故 ol(w) 是 g(zx) 
的 根 .但 K 是 下 的 正规 扩 域 ,因此 o(u) € K. 

(2) 之 (3). 因 为 [K:F] = [o(K):F], 而 o(K)CSK, 故 K = -a(K). 

(3) 过 > (1). 设 wE KK,u 在 上 的 极 小 多 项 式 记 为 g(z), 现 要 证 明 g(z) 的 
根 全 在 K 中. 因为 巨 是 下 的 正规 扩 域 ,所 以 g(z) 的 根 全 在 正中 . 现 设 + 是 g(z) 
的 另 一 根 ,要 证 明 ~ € K. 由 引 理 4-4 可 知 ,存在 F(w) 到 下 (7) 的 同 构 g 且 
p(a) 二 a 对 一 切 a € 下 成 立 .从 引 理 4-4 的 证 明 还 可 以 看 出 , p(w) 一 ”~ 由 于 EE 
是 下 的 有 限 正 规 扩 域 ,由 定理 6-1 可 知 EE 是 某 个 下 上 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 . 
f(zx) 也 可 看 成 是 下 (w) 与 F(r) 上 的 多 项 式 , 且 EE 是 f(x) 在 F(w) 及 F(r) 上 的 分 
裂 域 ,应 用 定理 4-2 即 知 gp 可 扩张 为 E/F 的 一 个 自 同 构 o, 显 然 o(u) = ~ 但 
o(K) = 天, 因此 >E K. 证 毕 . 

作为 定理 6-1 的 应 用 ,我 们 来 证 明 可 分 多 项 式 分裂 域 的 可 分 性 . 

定理 6-3 设 已 是 下 上 可 分 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 , 则 玉 必 是 下 的 可 分 扩张 . 

证 明 ”只 需 证 明王 中 任 一 元 “都 是 F 上 的 可 分 元 .由 于 已 是 下 的 正规 扩 
域 ,u 的 极 小 多 项 式 g(z) 的 根 全 在 瑟 中 ,我 们 只 需 证 明 g(z) 在 三 中 的 不 同根 
的 个 数 等 于 deg g(z) 即 可 . 现 设 deg g(z) = m, g(z) 在 已 中 不 同根 的 个 数 为 
&, 又 设 [E;:F] 二 n, 作 F(w), 则 [F(w):F] = degg(x) 二 m. 由 于 f(z) 是 可 分 
多 项 式 , 故 E/F 的 自 同 构 数 目 正好 等 于 n. 另 一 方面 ,由 引 理 4-4 知道 FF 
的 恒 等 同 态 可 扩张 为 F(z) ~ 下 的 单间 态 个 数 等 于 ,不 妨 设 这 些 单 同 
态 为 六 ,六 ，…， 办 - 对 每 个 记 , 由 于 已 也 可 以 看 成 是 F(z) 及 六 (F(z)) 上 多 项 式 
F(z) 的 分 裂 域 , 故 六 可 扩张 为 已 的 自 同 构 . 由 于 F(z) 在 F(x) 上 可 分 ,这 些 扩张 
的 个 数 怡 为 [E:F(w)] ,于 是 一 共 怡 有. [已 :F(z)] 个 EAF 的 自 同 构 . 又 由 于 任 
一 这 样 的 自 同 构 限制 在 F(u) 上 便 是 F(u)/F->E/F 的 单 同 态 , 因 此 必 是 某 个 信 . 
由 此 得 n= 二.[E:F(w)]. 但 n= [E:F(w)] [Pw): :F] = m . {E;F(W)), 
所 以 二 m, 即 g(zx) 无 重 根 .证 毕 . 


习 是 


1. 设 下 是 特征 为 如 的 域 , “是正 上 多 项 式 F(z) = x? 一 x 一 c 的 根 ,求证 :F(a) 必 是 下 的 
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正规 扩 域 . 

2, 证明: 车 [E:F] = 2, 则 已 必 是 下 的 正规 扩 域 . 

3. 判断 下 列 域 是 否 是 Q 上 的 正规 扩 域 ; 

(1) Q(V 一 2; (2) Q(5 V7); (3) Q(v 一 了 ). 

4. 设 巨 是 F 的 正规 扩 域 ,K 是 中 间 域 ,证 明 :E 必 是 的 正规 扩 域 ,举例 说 明 K 不 一 定 
是 下 的 正规 扩 域 . 

5. 设 下 是 下 的 有 限 正规 扩 域 ,K 是 中 间 域 ,证 明 :KZF-~E/F 的 单 同 态 均 可 扩张 为 E/F 
的 自 同 构 . 

6. 设 忆 是 下 的 有 限 正 规 扩 域 ,g(z) 是 开 上 的 不 可 约 多 项 式 ,w, v 是 g(zx) 在 E 中 的 两 个 
根 ,证 明 : 必 存在 E/F 的 自 同 构 ,使 s(x) 一 习 

7. 设 下 是正 的 扩 域 , a € EE 是 下 上 的 可 分 元 ,求证 :F(a) 是 下 的 可 分 扩 域 . 

8. 证 明 : 任 意 有 限 域 的 有 限 扩张 必 是 正规 的 . 

9. 设 瑟 是 开 的 扩 域 ,证 明 :EE 中 所 有 下 上 可 分 元 组 成 EAF 上 的 中 间 域 . 

10. 设 EE 是 下 的 有 限 扩 域 ,L 是 下 的 代数 闭 包 .假定 下 到 L 的 包含 同 态 有 nn 个 扩张 , 即 
从 巨 到 工 的 单 同 态 限 制 在 F 上 是 包含 映射 . 记 这 些 扩张 为 a ，…, 0,. 又 设防 二 (E) (一 
1, ,nn) , 求证 : 工 申 包含 Bi， ,EE 的 最 小 子 域 同 构 于 .EL 下 的 正规 闭 包 . 


这 一 节 我 们 将 研究 一 个 域 的 Galois 扩 域 , 即 有 限 维 可 分 正规 扩张 . 我 们 将 
证 明 Galois 理论 的 基本 定理 , 它 是 Galois 理论 的 核心 . 这 一 基本 定理 现 已 被 推 
广 到 各 种 更 广泛 的 情形 并 在 数学 各 分 支 中 找到 了 重要 的 应 用 . 

定义 7-1 设 下 是 下 的 扩 域 , 若 [E:F] < co, 巨 又 是 F 的 可 分 正规 扩 域 ， 
则 称 巨 是 下 的 Galois 扩 域 . 

定义 7-2 设 下 是 F 的 扩 域 , 则 互 的 保持 下 中 元 不 动 的 全 体 自 同 构 构 成 一 
群 (在 映射 合成 下 ) , 称 之 为 E/F 的 Galois 群 , 记 为 Gal E/F. 

显然 下 的 恒 等 映 射 就 是 Gal E/F 中 的 恒 等 元 . 由 定理 5-1 知 , 若 一 个 F 上 
可 分 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 为 E, 则 | Gal E/F |= [E:F]. 

设 玉 是 一 个 域 ,Aut EE 是 EE 的 自 同 构 群 ,又 设 G 是 Aut 巨 的 子 群 , 令 InvG 
= la€EE|Ma) = a 对 任 一 ?E.G , 则 对 任意 的 7E G, 及 a, b € Inv G， 
?1(a 十 0) = a) 十 7(8) 一 4 十 0; Hab) = na)nb) =ab; 1)=1; 7 ) 一 
1(aj-: 二 a7!, 因此 InvG 是 E 的 一 个 子 域 , 称 为 E 的 G 不 变 子 域 . 

引 理 7-1(Artin 引 理 ) : 设 G 是 域 EE 上 自 同 构 群 的 有 限 子 群 , F = InvG， 
则 [E:F] 和 1 G |. 
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证 明 设 1G|= nn, 现 只 需 证 明 EE 中 任意 n 十 1 个 元 素 必 下 线性 相关 就 可 
以 了 . 设 G= {nm 一 1 力 ， “"", |, ts U2， , Wnt! € E, 作 线 性 方程 组 : 


UA )xi 十 加 (us) Xe 十 入 二 h(n jz 一 0， 


六 (ta jzl 十 总 (zz ) zs 于 … + huati)Tat! 一 0， (1) 


六 (aa )zi 十 Wh (Uz )zz 十 … 十 (Untl ) zfrl = 0， 


这 是 一 个 4 十 1 个 未 知 数 .n 个 方程 式 的 齐 次 线性 方程 组 . 根据 域 上 线性 方程 组 
的 理论 知道 , 它 必 有 非 零 解 . 在 所 有 这 些 非 零 解 中 ,至 少 存在 一 组 解 (6 ,6 ,…， 
bt) , 它 的 非 零 元 素 最 少 . 又 经 过 未 知 数 的 适当 置换 ,不 妨 设 总 关 0, 由 于 齐 次 
线性 访 程 组 角 的 线性 组 合 仍 县 该 齐 次 线性 方 和 组 拥 ， 故 (BITib， B16，…， 

1 b+ ) 仍 是 方程 组 (1) 的 解 ， 且 其 非 零 元 素 的 个 数 与 (bi, bs , bnti) 的 一 样 
多 这 样 ,我 们 不 妨 设 (1, by，…; bn) 是 方程 组 (1) 的 一 组 解 , 现 要 证 明 
bE F. 一 旦 得 证 ,由 于 加 (wi) 一 所 (mh 是 G 的 恒 等 元 ), 因此 由 方程 组 (1) 的 第 
一 个 方程 式 即 得 : 

和 Ui 十 Bonz 十 bi = 0， : 


也 就 是 说 -fw ,ws ，… ,why 上 FF 线性 相关 . 

现 来 证 b; € F(i 二 1, 2, …, n 十 1). 若 否 , 则 必 存 在 某 个 56, 不 妨 设 bo 瑟 FF. 
由 于 下 = InvG, 因此 必 存 在 7E G 使 7(B) 关 如, 即 5 一 (54) 头 0. 将 此 y 作 用 
于 方程 组 (1) 并 将 (b1, bo, *…, brn) (注意 b= 1) 代入 得 : 


(ym ) (wu ) nb )+ (pm) (a )7(2) 十 …… 十 (7 ) (un )o(&, +1) 二 0, 


Cp) ui) ob) + Crm) uz ) nbz) ar nb )= 0 i (2) 


Crp) Ca MBF Cg) Gua HB2) + Cg ) tr I Bar )=0. 


注意 到 和 om ,yp ，… ,Wp 1 实际 上 是 G 中 元 素 的 一 个 置换 ,因此 方程 组 (2) 表 明 
(7y(b1), 7(b; )， “"", nbn+1 )) 也 是 方程 组 (1) 的 解 .于 是 (b&b » b2,…， bn ) 一 
(7(61), 7(b: ) ， “"*, 7(bn+1 )) = (0, bz 一 2)， 1 一 了 pH) ) 也 是 方程 组 
(1) 的 解 (注意 包 二 1, KH) = 1D) 一 1. 由 于 久 一 屎 入) 关 0, 故 这 是 一 组 非 
零 解 . 但 它 的 非 零 元 的 个 数 比 (1, Bb; ，…， b+ ) 的 少 ,这 就 引出 了 矛盾 . 证 半 
定理 7-1 设 E 是 F 的 扩 域 , 则 下 列 3 个 命题 等 价 : 
(1)E 是 F 的 Galois 扩 域 ; 
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(2) 五 是 下 上 某 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 ; 
(3) 下 二 InvG, 其 中 G 是 AutE 的 有 限 子 群 . 
车 上 述 等 价 命题 成 立 , 则 对 Aut E 的 任意 有 限 子 群 G， 


Gal E/ InvG =G; F = Inv Gal E/FK. 


证 明 (1) 之 (2). 由 定理 6-1 可 知 是 上 某 个 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 . 
又 EE 是 下 的 可 分 扩 域 , 即 EE 中 元 在 上 沸 可 分 ,当然 f(x) 的 根 也 是 下 上 可 分 
元 , 故 f(z) 是 下 上 可 分 多 项 式 . 

(2) > (3), 设 EE 是 上 可 分 多 项 式 f(x) 的 分 异域 , 令 G = Gal E/F， 下 一 
Inv G. 由 于 下 中 元 素 在 G 作用 下 不 动 , 故 下 二 F. 又 显然 对 任意 的 7E Gal E/F， 
Wa’) 二 a 对 任意 a € F 成 立 , 故 7E GalE/F'. 反 之 车 EE€ Gal E/F', 则 由 
下 二 下 可 知 &(a) = a 对 任意 的 a € 下 成 立 , 于 是 &€ Gal EA/F. 总 之 ,我 们 有 
G = 二 Gal E/F = Gal E/Inv G. 又 因为 f(z) 是 下 上 可 分 多 项 式 , 故 | G1= 
[E:F]. 同样 ,f(zx) 也 可 以 看 成 是 已 上 的 可 分 多 项 式 , 故 | G |= [E:F']. 于 是 
[E:F] = [E:F'], 但 FS F', 因此 只 可 能 F 一 FF. 

(3) 之 (1). 首先 由 引 理 7-1 可 知 , [E:F] 志 |G|< 二 吕 , 故 E 是 F 的 有 限 维 
扩 域 . 要 证 明 E 是 下 的 正规 可 分 扩 域 ,只 须 证 明 EE 中 任 一 元 w 的 极 小 多 项 式 
g (zx) 的 所 有 根 都 在 EE 中 且 无 重 根 即 可 . 设 G= {yp1, yz，…, 加] ,8(X) 的 次 数 
等 于 m, 显 然 {n (0)， yz2(4),，…, 加 (ww)1 仍 是 g(x) 在 EE 中 的 一 组 根 , 设 其 中 不 
相同 的 元 共 & 个 ,不 妨 设 为 {p(w),… ,Nh(u)|, 现 只 须 证 明 二 m 即 可 . 作 多 项 
式 h(z) = 二 (zx 一 (Ww)) … (Zz 一 (4w)), 将 G 中 任 一 元 wy 作用 在 h(x) 上 ,由 于 
{77 (0) ,一 ,wm(w)| 是 fy Cu),，…, 加 (uw) 的 一 个 置换 , 故 py(h(zx)) =h(zx). 
也 就 是 说 h(x) 的 系数 是 G 不 变 的 ,因此 h(x) 是 下 =InvG 上 的 多 项 式 . 但 是 
g(X) 是 下 上 不 可 约 多 项 式 , 故 只 可 能 h(xz) = g(x), 即 == m. 也 就 是 g(x) 在 EE 
中 有 m = deg g(x) 个 不 同 的 根 . 这 就 证 明了 (1). 

最 后 ,等 式 G = Gal E/InvG 及 下 = Inv Gal EA/F 在 (2) 一 (3) 中 已 给 出 证 
明 . 证 毕 . 

注 ”任何 一 个 域 巨 的 素 子 域 是 Aut FF 不 变 的 . 事实 上 , 若 7E Aut E, 则 
71) = 1, 这 里 1 是 EE 的 恒 等 元 .再 由 ;是 域 同 构 可 知 E 的 素 子 域 中 任 一 元 在 7 
作用 下 不 动 . : 

现 设 EE 是 F 的 扩 域 , G = Gal EA/F, 令 集合 = {日 | 理 是 G 的 子 群 ;0 一 
IK1K 是 EE, 下 的 中 间 域 |, 定义 到 集 0 中 的 映射 p 如 下 : 


五 一 Inv 互 ， 
定义 Q 到 中 的 映射 yy 如 下 : 
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K — Gal E/K. 


显然 Inv 甩 = {a €E Eln(a) = a 对 任意 的 mE€ 互 | 是 EAF 的 中 间 域 ,而 Gal EAK 
= 17E AutE| mk) = 上 对 一 切 k € K} 是 G 的 子 群 . 这 两 个 映射 有 下 列 明显 
的 性 质 : 

(1) 五 : SH;=—>Inv Hi CC Inv H,; 

(2) K] DD 天; 之 Gal ELK CC Gal E/K.,,; 

(3) Gal(E/Inv 五) 之 万 ; 

(4) Inv(Gal E/K) 之 K. 

这 些 性 质 读者 不 难 验证 . 

有 了 上 面 的 准备 ,我们 现在 来 证 明 下 述 Galois 理论 的 基本 定理 . 

定理 7-2 设 互 是 下 的 Galois 扩 域 , G = Gal E/F, 35,0, p, yy 同上 , 则 

(1) gp, Vy 是 互 逆 的 一 一 对 应 ; | 

(2) Hi 二 H; 当 且 仅 当 Inv Hi G Inv H;; 

(3) | 五 |= {E:Inv H], [G:H] = [Inv H:F]; 

(4) 互 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 Inv H 是 下 的 正规 扩 域 ,这 时 还 有 
Gal(Inv H/F) 2 G/H. 

证 明 首先 我 们 注意 到 这 样 两 个 事实 :一 是 车 K 是 E/F 的 中 间 域 , 则 
[E:K] 二 吕 且 E 也 是 K 的 可 分 、 正 规 扩 域 (参见 $4.5 习题 1), 于 是 EE 是 K 
的 Galois 扩 域 ;二 是 G = Gal E/F 是 一 个 有 限 群 ,因此 G 的 任 一 子 群 互 也 是 有 
限 群 ,这 样 定理 7-1 的 结论 对 EAK 及 昌 沸 适 用 . 

(1) 由 定理 7-1 最 后 的 结论 可 知 : H = Gal E/Inv H, K = Inv Gal EAK 对 
任 一 G 的 子 群 旦 及 E/F 的 中 闻 域 K 成 立 ,这 表明 p, y 是 互 道 的 一 一 对 应 . 

(2) 由 (1) 及 gp, y 的 性 质 即 得 . 

(3) 由 于 EE 是 Inv H 上 的 可 分 扩 域 , H = Gal E/Inv H, 故 | H |=[E:Inv H] 
成 立 . 又 [E;F] = | G|, 但 [E:F] = [E:Inv Hl[lInv H:F], |G| = |HI| 
[G: 昌 ], 因此 从 前 面 的 等 式 即 知 [G: 昌 ] =[Inv H:F] 成 立 . 

(4) 设 囊 是 G 的 子 群 , K = Inv 日, 7E G, 现 来 求 日 的 共 斩 子 群 7 五 7 在 
9g 下 的 像 , 即 Inv wyHy .我们 注意 到 对 任意 的 &€ K, 及 任意 的 hE€ H， 
Th (gk)) 二 wh(k) 一 7(k), 这 表明 XK)( 它 也 是 EXF 的 中 间 域 ) 是 7 五 六 
不 变 的 .反之 车 a € EE, 且 巩 广 (a) ==a, 则 hy (ae) = 二 让 (a), 即 让 (a)€1lnvH 
二 KK, 故 a € KK). 上 述 事实 表明 Inv mHy” 二 7(K). 

现 设 五 是 G 的 正规 子 群 , 则 xHy 1! = 旦 对 任意 的 9€E G 成 立 , 于 是 XK)= 
K. 由 定理 6-2 可 知 K 是 下 的 正规 扩 域 .反之 若 KK 是 下 的 正规 扩 域 , 则 再 由 
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定理 6-2 可 知 XK) = K, 于 是 xHYy = 日 对 一 切 yE G 成 立 , 即 玉 是 G 的 
正规 子 群 . | 
”最 后 ,由 于 xXK) = K, 故 % 限 制 在 K 上 是 K/F 的 自 同 构 , 令 《是 G~>Gal 
K/F 的 映射 :6( 力 等 于 7 在 天 上 的 限制 ,容易 看 出 上 是 一 个 群 同 态 且 Ker 一 
五. 由 同 态 基本 定理 可 知 G/H 同 构 于 Gal KAF 的 一 个 子 群 .但 K == Iny 互 且 由 
(3) 可 知 [G:H] = [inv 互 :F], 又 因为 K 是 下 的 可 分 扩 域 (参见 34.5 习题 1)， 
故 | Gal K/F |= [K:F], 由 此 即 知 Im& = Gal K/F, 也 就 是 Gal(Inv H/F) 名 
G/H. 证 毕 . 


以 上 定理 中 的 对 应 p, 少 通常 称 为 Galois 对 应 . 
例 1 求 Gal Q(V2)/Q. 
解 Q(V 引 是 zx? 一 2 的 分 裂 域 ,因此 | Gal Q(W3)/Q|= 2, 即 这 是 一 个 2 阶 
循环 群 . 不 难 验 证 它 的 非 平凡 自 同 构 为 
| nia+bV2 > a—b(V2). 
例 2 求 Q 上 多 项 式 (x? 一 2)(x? 一 3) 的 分 裂 域 在 Q 上 的 Galois 群 . 
解 ” 多 项 式 (xz? 一 2)(x? 一 3) 的 分 裂 域 为 Q(V2, V3). 因为 [Q(V2, V3):Q] 
二 4, 故 |1G1=4, 这 儿 G= Gal Q(V2, V3)/Q. 由 于 QV2,V3) 由 Q 及 V2, V3 生 
成 而 Q 是 G 不 变 的 ,我们 不 难 求 出 G 的 4 个 元 分 别 是 
7 一 1:V2 一 V2,V3 — V3; 
m: 一 一 VE V3 V3; 
?3 : V2 — 2, V3 —— 3; 
m: Vi>—Vl,V3—>—V3. 
由 于 Q(V2, V3) = Q[W3, V3, V6]= lat+bV2tcV3 tdv6 |a,b; c,dEQI, 
我 们 不 难 写 出 x 的 一 般 形 状 ,比如 
m(a+bY2cY3+dV6) =a~—bV2+cY3— dv6. 
例 3 试 求 Gal QW2)/Q. 
解 ” 我 们 首先 要 注意 Q( 妈 ) 不 是 Q 的 正规 扩 域 ,因此 Gal Q(72)/Q 的 阶 未 
必 等 于 3. 现 设 ?是 Q(V2)/Q 的 一 个 自 同 构 , 则 wy(Y2) 也 应 是 V2 的 极 小 多 项 式 
zx 一 2 的 根 .但 1(yZ) 又 必须 在 Q(Y2) 中 ,因此 只 有 一 种 可 能 : 即 ny(V2) 一 V2, 这 
说 明 Gal Q(Y2)/Q 是 只 含 一 个 元 素 的 平凡 群 . 
作为 比较 ,我 们 来 看 下 面 的 例子 . 
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` 例 4 求 多 项 式 x’ 一 2 的 分 异域 Q(V3, w)/Q 的 Galois 群 (参见 84.4 
例 3), 这 里 w 一 一 到 十 
解 ”显然 [Q( 和 5, o):Q] = [Q( 沽 , w):Q(o)1[Q(o):QJ 一 3X2 一 6, 因 
此 G= Gal Q(Y2, w)/Q 是 一 个 6 阶 群 . xz! 一 2 = 0 的 3 个 根 分 别 为 V5， Zuw， 
Viw, 而 且 
QQW2, w) = QZ, Viw, V5u?)， 
利用 G 中 元 将 =* 一 2 的 根 变 为 根 的 性 质 不 难 写 由 G 的 6 个 元 如 下 : 
7 二 1: VE > VI, Vw > Vw, Vow > Vw’; 
72: Nw, fw 5, VE > Ys 
7: VE VI, Vw Yaw, VE -Zi 
”了 VI, Vw > Vw, YD: > YI; 
Wn: Vv, Wo 一 oo V2; 
7e: VE YZ, Yaw — YZ, YZ wr” —> YD ww. 
读者 不 难看 出 这 个 群 是 一 个 非 交 换 群 , 且 同 构 于 对 称 群 S:. 
例 5 设 F= Z(t), f(z) = x? 一 t, 由 $4.5 知 f(z) 是 一 个 不 可 分 的 不 可 
约 多 项 式 , 记 巨 为 F(z) 的 分 裂 域 , 求 Gal E/F. 
解 设 7EGalE/F, rEE 是 f(z) 的 一 个 根 , 则 y(r) 也 是 /(z) 的 根 . 由 
一 :二 0 得 := 二 rt?, 故 f(z)== zx? 一 r? 二 (z 一 r)?, 因 此 f(z) 在 EE 中 有 p 重 
根 ,于 是 xX(r) 二 x. 另 一 方面 显然 下 一 F(r), 因此 Gal E/F 是 平凡 群 . 


例 6 f(z) = zx 一 2 是 Q 上 的 多 项 式 ， E 是 其 分 裂 域 ， 试 求 :G 一 Gal E/Q, 
并 求 出 G 的 子 群集 与 E/Q 的 中 间 域 集 之 间 的 Galois 对 应 . 


解 不 难看 由 EE = Q(Y2, i) ,这 里 ji 一 v 一 I. f(z) 的 4 个 根 为 
V2, ~— YZ, Yai, — Yai, 


[E:Q] = [Q(2, i):Q(0)][Q():Q] = 4X2= 8, 
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于 是 1G1= 8. 我 们 将 F(z) 的 4 个 根 标 在 复 平面 上 ,其 中 mm = V2, as = iv2， 
om 二 一 V2, ww 二 一 iV2 (参见 图 3). 这 4 个 点 恰 构 成 一 个 正方 形 ,而 任 一 YEG 对 
tw ,az ,as ,a4 的 作用 恰好 构成 了 fa ，o , as ,a1 的 一 个 置换 ,通过 实际 计算 : 

7: VE iV2, 1W2 >— V2, — V2 >—iV2, —iV2 -> V2 
看 出 ,7 是 E/Q 的 一 个 自 同 构 且 周期 等 于 4. 又 

Es VE >— V2, iV2 > iV3, — VE -> M2, —iV2 一 一 iyZ 


YY 


. 图 3 


是 E/Q 的 自 同 构 且 周期 等 于 2. 读者 不 难 计算 出 其 余 元 , 于 是 G = {1, y, 了 ， 
六 ,6 人， 人 6 2 Ds, 即 为 4 阶 二 面体 群 . 下 面 来 求 Galois 对 应 .由 于 
1G1= 2, 因 此 G 的 非 平凡 子 群 的 阶 为 4 与 2.G 的 4 阶 子 群 的 指数 为 2, 故 都 
是 G 的 正规 子 群 . 利用 我 们 已 学 过 的 群 论 知识 不 难 计算 出 G 的 所 有 子 群 ,并 可 
根据 隶属 关系 画 成 下 图 ( 见 图 4), 其 中 N = {1, 6, 有 7, 67 1, Ns == 11, 7, 六， 
Fl,Ns = {1, 7¥, £7, £71, N= {1, 7¥}, Hi= 11,¢, H,= {1, été7|, H; 
二 {1, 87} ,Hs = {1, ty'|. 现在 来 计算 Inv N;， 由 Galois 理论 基本 定理 知道 ， 
[Inv Ni:Q] = [G:N] = 2, 故 Inv Ni 中 只 可 能 含有 有 理 数 的 平方 根 . 由 &(V2) 
= 62): = (一 和 好) 一 ,7(V2 = m2)’ 一 WiV3) 一 (一 Y2): 一 VZ 即 知 
V2 E Inv Ni. 但 [Q(Y2):Q] = 2, 故 InvNi = Q(V2). 用 类 似 的 方法 计算 得 
Inv N = Q(i), Inv N; = Q (ivV2)，Inv N = Q(V i), Inv Hi = Q(iY2), 
Inv Hs = Q(W2), Inv Hs 一 Q(Y2 十 i1V2), Inv H 一 Q(V5 一 i1V2). 最 后 显然 
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Hi 


{1} 
图 .4 


Inv G 二 Q, Inv ie} = E, 读者 不 难 验 证 Inv N ，Inv N;, Inv Ni ，Inv N 都 是 
Q 的 正规 扩 域 . 


习 是 


1. 求 出 所 有 QW2 十 V3)/Q 的 中 间 域 。 
2. 求 Q 上 多 项 式 zt 十 1 在 Q 上 的 Galois 群 . 


3. 设 w= cos 也 x 十 isin x, 求证:Q(w) 是 Q 上 多 项 式 z 一 1 的 分 裂 域 并 求 其 Galois 群 . 


4. 设 由 一 eos x 十 isin 呈 r， 求 多 项 式 x 二 2 在 数 域 Q(w) 上 的 Galois 群 . 


5. 求 Zs 上 多 项 式 zt 十 2 的 分 裂 域 下 及 Gal E/2,. 

6. 设 下 是 特征 为 p 的 域 ,aE 下 且 & 不 具有 br 一 b(b E F) 的 形状 ,又 设 EE 是 x? 一 z 一 a 
在 下 上 的 分 裂 域 , 试 求 Gal E/F. 

7. 设 ,Fs 是 EE 的 子 域 且 E 是 Fs 同时 也 是 Fs 的 Galois 扩 域 且 G, = GalE/F;, G: = 
GalE/F., ,又 设 G = Gal E/F Nn F;, 将 G ,Gz 视 为 G 的 子 群 并 记 五 为 由 Gi ， Gz 生成 的 子 
群 ,求证 :E 是 子 域 F; 门户 芍 Galois 扩 域 的 充 要 条 和 件 为 日 是 一 个 有 限 群 . 若 这 个 条 件 成 立 ， 
"0 ‘H. 

. 证 明 : 若 E 是 F 的 有 限 维 可 分 扩 域 ， 则 EE 是 F 的 单 扩 域 (提示 :利用 EA/F 的 正规 闭 包 
及 Galois 对 应 证明 E/F 只 有 有 限 个 中 间 域 ). 

9. 设 E(i = 1, 2) 是 域 下 的 扩 域 且 都 含 于 域 L 中 ,用 El Es 表示 由 El! ,Es 生成 的 工 的 
子 域 ， 即 EE, = F(E, U E;). 若 E 是 工 的 Galois 扩 域 ， 求证 ; EE, 是 Ei 的 .Galois 扩 域 且 
其 Galois 群 同 构 于 EAF 的 Galois 群 的 子 群 . 

10. 设 巨 是 下 的 Galois 扩 域 ,Es 是 下 的 任意 扩 域 , 包 ，E 含 于 域 工 中 . 求 钙 :[EE 甩 ;EE,] 
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是 [EE :FF] 的 一 个 因子 :特别 , 若 Ei 由 E, = 下 , 则 [BEs:E:] 一 [E::F], 由 此 可 推出 当 条 件 
Ei 几 E; = 下 成 立时 上 题 中 的 单 同 态 是 同 构 . 


有 限 域 通常 又 称 Galois 域 (注意 别 与 Galois 扩 域 混淆 起 来 ). 在 这 一 节 中 我 
们 将 利用 前 面 学 过 的 知识 ,证 明 有 关 有 限 域 的 基本 结果 . 

定理 8-1，. 设 下 是 特征 为 p 的 有 限 域 , 则 下 的 元 素 个 数 等 于 p", 这 里 nn 是 
某 个 自然 数 . 反之 , 任 给 一 自然 数 n, 必 有 一 个 有 限 域 ,其 元 素 个 数 等 于 p”"(p 是 
素数 ) , 且 在 同 构 的 意义 下 唯一 , 即 元 素 个 数 相等 的 有 限 域 必 同 构 . 

证 明 ”任何 一 个 特征 为 p 的 域 必 含有 一 个 素 子 域 同 构 于 Z, ,因此 下 可 以 看 
成 为 Z 的 扩 域 . 设 [F:Z,] = n, 则 由 于 Z, 有 zp 个 元 , 故 下 的 元 素 个 数 为 p”. 

反之 ,给 定 n, 令 gq= p", 作 Z, 上 的 多 项 式 f(x) == zx! 一 zx, 它 的 分 裂 域 记 为 
下 ,由 于 f(x) = 一 1 关 0, 故 f(z) 在 下 中 无 重 根 .但 由 于 任 一 多 项 式 的 分 裂 域 必 
是 正规 扩 域 , 故 f(x) 的 根 全 在 下 中 .而 deg f(x) = 加 ,因此 f(x) 的 p" 个 根 全 
在 下 中 . 记 f(z) 的 p" 个 根 组 成 的 集合 为 K, pg 为 上 的 Frobenius 映射 : g(a) 
二 a*, 则 

| 8(r) 二 7 对 任意 的 r € K. 


反之 , 若 m(a) ==a, 即 a** 一 a 二 0, 则 aEK. 因 为 y' 是 EE 的 自 同 构 ,在 自 同 构 下 
不 动 的 元 素 全 体 构 成 下 的 一 个 子 域 ,所 以 可 知 K 是 下 的 子 域 .但 f(z) 在 K 上 
分 型 ,由 假设 下 是 f(z) 的 分 裂 域 ,因而 只 可 能 F = K, 于 是 1F|= p". 

最 后 设 下 , F 为 元 素 个 数 都 等 于 g = 加 的 两 个 域 ,FF 的 素 子 域 都 同 构 ， 
因此 不 妨 设 它们 都 是 Z 上 的 扩 域 . 作 Zo 上 多 项 式 F(z) ==x 一 +, 由 于 下 "是 一 
个 阶 为 g 一 1 的 循环 群 ( 见 第 三 章 ) ,因此 对 F* 中 任 一 元 a 必 有 a = 1, 或 
ar 二 a. 显然 % = 0, 故 下 中 所 有 元 都 是 f(x) 的 根 ,从 而 F 就 是 了 (z) 的 分 裂 域 ， 
同 理 FF 也 是 f(x) 的 分 裂 域 ,因此 下 与 F' 必 同 构 . 证 毕 . 

推论 8-1 若 巨 是 的 扩 域 且 E 是 有 限 域 , 则 EE 必 是 的 Galois 扩 域 . 

证 明 设 下 的 素 子 域 为 Z,, 则 由 上 述 定理 的 证 明知 道上 是 Z， 上 某 个 多 项 
式 的 分 裂 域 ,因此 王 是 Zr 的 有 限 正 规 扩 域 ， 自然 也 是 下 的 有 限 正规 扩 域 . 再 由 
有 限 域 必 是 完全 域 (推论 5-4) 可 知 瑟 是 下 的 可 分 扩 域 . 证 毕 . 

定理 8-2 设 瑟 是 下 的 扩 域 ,已 , 下 皆 为 有 限 域 且 [E:F] = m, 则 Gal E/F 
是 一 个 阶 为 m 的 循环 群 ,其 生成 元 为 EE 的 自 同 构 m; aa? ,这 里 9 一 | 卫 |. 

证 明 ” 先 求 玉 在 其 素 子 域 Z 上 的 Galois 群 . 由 定理 8-1 的 证 明知 道 玉 是 
f(z) = zx? 一 z 的 分 裂 域 ,这 里 假定 |1E|= p", 因此 | Gal E/Z, |==n.- 由 于 
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上 的 Frobenius 映射 gp 是 自 同 构 且 一 个 域 的 自 同 构 总 保持 素 子 域 中 元 不 动 , 故 
PE Gal E/Zs. 现 来 求 9 的 周期 &. 显然 


az 一 g(a) = 4, 对 任意 的 a€ 开 ， 


即 有 a 二 1(a 关 0). 而 E* 是 个 循环 群 ， 其 阶 为 p" 一 1, 因 而 p" 一 1 过 p* 一 1， 
即 有 nk. 另 一 方面 是 9 的 周期 ,pE Gal E/Z, 而 | GalE/Z, |==n, 故 |n. 
由 此 可 见 & 二 n. 这 表明 Gal E/Z, 是 一 个 阶 为 n 的 循环 群 且 g 是 其 生成 元 . 

利用 Galois 对 应 知道 Gal E/F 是 Gal E/Z, 的 子 群 日 | Gal E/F |==m. 由 
于 循环 群 的 子 群 仍 是 循环 群 , 故 Gal EAF 是 m 阶 循环 群 . 若 g 二 pr", 容易 算出 对 
任意 的 a E 下 ， g(a)=ar =a 一 a, 因此 yg EGal E/F. 由 n= A 
[E:F][F:Z] = mr 及 循环 群 的 性 质 即 知 gp" 是 Gal EF 的 生成 元 . 证 毕 . 

推论 8-2 设 已 是 元 素 个 数 等 于 "的 域 , 且 mw, 则 已 有 且 只 有 一 个 子 域 
下 ,下 的 元 素 个 数 为 p”. 

证 明 任 一 n 阶 循环 群 有 且 只 有 一 个 阶 为 m(m|n) 的 子 群 ,由 Galois 对 应 
即 得 结论 . 证 毕 . 


习 是 


1. 设 下 是 特征 为 p 的 有 限 域 , 则 下 中 任意 一 个 元 素 在 下 中 可 以 开 p 次 方 . 

2. 设 下 是 有 4 个 元 素 的 有 限 域 , f(z) 是 玉 上 n 次 不 可 约 多 项 式 ,求证 : f(z) 可 以 整除 多 
项 式 x" 一]. 

3. 求证 :无 限 域 的 非 零 元 素 乘法 群 必 不 是 循环 群 . 

4. 试 求 含 8 个 元 素 的 有 限 域 F 的 非 零 元 素 循环 群 的 全 部 生成 元 . 

5. 证 明 : 在 有 限 域 下 中 ,任意 一 个 元 素 c 都 可 以 写 为 两 个 元 素 的 平方 和 . 

6. 设 下 是 一 个 有 限 域 ,特征 为 p, 元 素 个 数 为 如 .求证 : 若 f(x) = z:(z 尖 0)，F(0) 一 0 是 
FF 上 自 同 构 , 则 p= 2, nn 过 2. 

7. 设 下 是 有 限 域 ,证 明 : ; 必 存在 王 上 的 次 数 为 任意 自然 数 ， 的 不 可 约 多 项 式 . 

8. 举例 说 明 对 无 限 域 下 , [E:F] = [E’:F] 一 co, 未必 有 已 轨 已. 

9. 设 已 是 一 个 特征 为 丸 的 有 限 域 且 |E|= gq, 证明: 在 EE 上 恰 有 (g* 一 g)/p 个 次 数 等 于 
思 的 首 一 不 可 约 多 项 式 . 

10. 设 下 是 有 限 域 ,f(zx) 是 玉 上 的 n 次 不 可 约 多 项 式 ,EE 是 其 分 裂 域 , G = Gal E/F, 1 是 
G 的 生成 元 ,证 明 : 只 需 将 f(z) 的 nn 个 根 r1, re, … ,rr 作 适 当 的 排列 ， nn, T2, "Trl, 
) 一 (rz, rs，…, ,nn), 即 jp 作用 在 n 个 根 上 形成 根 的 一 个 循环 . 


设 下 是 域 , 现 来 研究 下 上 多 项 式 z" 一 1 的 分 裂 域 .为 简单 起 见 , 我 们 假定 下 


i i ee 
Co me hy 84. 
% S SS 4 es 有 
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的 特征 为 零 . 我们 称 上 述 分 裂 域 为 上 的 n 阶 分 圆 域 . 

由 于 (x 一 1) 一 nz 了 0, (nz” ,x 一 1) = 1, 因 此 x 一 1 在 其 分 裂 域 
中 有 个 不 同 的 根 ,这 个 根 组 成 的 集合 记 为 R, 则 RR 是 上 分 圆 域 的 一 个 
阶乘 法 子 群 ,因此 是 一 个 循环 群 . R( 作 为 循环 群 ) 的 生成 元 称 为 1 的 2 次 本 原 
根 . 由 第 二 章 的 内 容 知 道 R 中 生成 元 的 个 数 为 p(n), 这 里 9g 是 Euler yp 函数 .我 
们 还 知道 尺 的 自 同 构 群 是 一 个 阶 为 gq(n) 的 Abel 群 . 

引 理 9-1 设 下 是 特征 为 零 的 域 ,EF 是 下 上 nn 阶 分 圆 域 , 则 Gal EAF 是 一 个 - 
Abel 群 ， 

证 明 作 GalE/F>AutR 的 映射 (这 里 Aut R 表示 R 的 自 同 构 群 ) 如 下 : 
7 一 ?|R，, 则 71n EAut R. 不 难 验证 这 是 个 群 同 态 . 又 若 ylx 是 恒 等 自 同 构 , 则 
7(z) 二 z 对 任意 的 zER 成 立 .但 EE 由 下 及 R 生成 , 故 w= 1. 于 是 我 们 得 到 了 
从 Gal E/F>AutR 的 单 同 态 .Gal EAF 同 构 于 Aut R 的 子 群 ,而 AutR 是 Abel 
群 ,因此 Gal E/F 也 是 Abel 群 . 证 毕 . 

定义 9-1 玉 是 下 关于 4 的 Galois 扩 域 , 若 Gal EAF 是 一 个 Abel 群 , 则 称 EE 
是 下 的 Abel 扩 域 或 Abel 扩张 .又 若 Gal EAF 是 一 个 循环 群 , 则 称 巨 是 下 的 循 
环 扩 域 (扩张 ). 

引 理 9-1 表明 特征 为 零 的 分 圆 域 EAF 是 一 个 Abel 扩张 . 

若 E= F(d), d" € F(n>1 上 是 是 使 4 €E 下 的 最 小 自然 数 ), 则 称 E 是 下 关 
于 4 的 n 次 根 扩张 ( 根 扩 域 ), 根 扩张 与 循环 扩张 有 着 密切 的 关系 . 

定理 9-1 设 下 含有 1 的 mn 次 本 原 根 ( 从 而 含有 1 的 所 有 7 次 根 ), 则 

(1) 五 的 2 次 根 扩张 必 是 循环 扩张 且 这 个 扩 域 在 已 上 的 维 数 是 ”的 一 个 
因子 ; 

(2) 若 五 是 开 的 n 维 循环 扩 域 , 则 存在 d E EE 使 E = F(d)，d EF. 

证 明 (1) 设 E=F(d), d" € F, 1 的 n 次 根 集 为 R, 则 多 项 式 x* 一 qd" 的 
根 为 {zd | x € RI, 因此 是 x" 一 dr" 的 分 裂 域 . 作 GalE/F 一 R 的 映射 p 如下: 
若 7E Gal FE/F, n(d) 二 zd , 则 令 p(w) = z. 容易 验证 g 是 一 个 群 同 态 . 又 若 
p(7) 二 1, 则 wd) = 4, 但 E = F(4d), 故 7 为 恒 等 自 同 构 .这 一 事实 表明 p 是 单 
同 态 .于 是 Gal EAF 同 构 于 R 的 一 个 子 群 ,因此 (1) 的 结论 成 立 . 

(2) 由 于 下 的 循环 扩 域 E 必 是 下 的 Galois 扩 域 ,又 因为 一 个 有 限 群 只 有 有 
限 多 个 子 群 ,因此 根据 Galois 对 应 知道 EAF 只 有 有 限 个 中 间 域 . 再 由 定理 1-3 
知道 ,E 是 下 的 单 扩张 , 故 可 设 玉 二 F(c). 设 Gal EAF = (7), 作 c = 六 (c)， 
1 i 人 nn. 显然 有 cl 二 cc 一 Tc) (1 和 i 之 n), 7(0:) 二 a. 设 R= 
{zi ， zz，… ,zs| ,之 是 其 中 的 一 个 本 原 根 , 令 
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d= 二 十 coz 十 … 十 cnz"!， | (1) 
则 74a) = cs 十 cz 十 人 … 一 zl(c 十 cz 十 ) 一 cd md) = yd)" = x"d" 
一 d". 由 于 Gal EAF = ( 力 , 故 心 EFE. 因 为 (1) 式 中 z 取 为 本 原 根 , 且 7*(d) = 
zd ,所 以 可 知 {9*(d) 1 有 一 0，1，…,7 一 下 为 2 个 互 不 相同 的 元 素 , F(z) = 


了 (< 一 7*(0)) e FLz]， deg f(z) = wm 又 1 作用 在 根 上 引起 一 个 w 循环 , 故 


f(x) 不 可 约 ,因而 [F(d) :F] = n, 于 是 E 一 F(d)， d" € F. 证 毕 . 

注 ” 如 果 定 理 9-1 中 (1) 的 条 件 满足 , 则 可 以 证 明 | Gal E/F | 二 ” 证 明 
如 下 : 

若 7E Gal E/F, 则 Wd) = zd. 若 z 是 1 的 mn 次 本 原 根 , 则 9*(d) 一 ztd ,对 
之 n, 9*(d) 天 dd 故 只 有 当 上 一 2 时 74d) = 4d, 即 | GalE/F |==n. 若 z 不 
是 本 原 根 , 设 z” = 1, mm 过 n,m | 7n, 则 zd") = 二 Xd)” = z"d" 一 de. 而 7 是 
Gal E/F 的 生成 元 , 故 d" € InvG =F, 此 与 d"EF 和 且 nn 为 最 小 矛盾 . 

现在 我 们 回 到 分 圆 域 的 讨论 上 来 ,我 们 将 主要 讨论 Q 上 的 分 圆 域 . 

设 R 是 1 的 n 次 根 集 , 令 


g.(z) = | (x 一 z), z 跑 遍 R 中 的 本 原 根 ， 


Q 上 1 的 本 原 根 为 形 如 cos 2kr 二 isin 2 (0<<k<n 且 (k， n) = 1) 的 复数 . 现 


设 Q 上 的 nn 次 分 圆 域 为 E, ny € Gal E/Q, 则 wls 是 R 的 自 同 构 , 故 若 xz 是 本 原 
根 , 则 y(z) 也 是 本 原 根 . 将 了 作用 在 g, (x) 上 ,显然 p, (zx) 保持 不 变 , 因 此 
or 人 (z) E QLxj], 这 表明 po(z) |(x" 一 1). 我 们 称 p,(z) 是 Q 上 的 阶 分 圆 多 项 
式 . 我 们 还 可 以 归纳 地 算出 gp, (zx) 来 .事实 上 ,由 于 1 的 任 一 mn 次 根 的 周期 都 是 
的 一 个 因子 ,又 对 任 一 d, dln, 1 的 a 次 根 也 是 1 的 次 根 , 故 有 等 式 : 

zx" 一 1 = I rl), : (2) 


’ 1 


由 (2) 式 , pr(z) = 二 (x’* 一 1)/ Ts(z). 作为 例子 我 们 不 难 算出 : 
2 


p(Tz) 一 工 一 1， 
p(X) 一 并 十 1， 
pas(z) 一 妇 十 并 十 1， 
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g(x)= zi 二 1, 
p(x) 一 并 一 工 十 1， 
pa(z) = zl. 
gr(X) 实 际 上 是 一 个 整 系数 多 项 式 ,这 一 点 不 难 归纳 地 予以 证 明 . 事实 上 若 
对 d 二 n， ps(x) 都 是 整 系数 多 项 式 且 g(x) = I[paz), 则 xz” 一 1 = 


g(z)go(z), 由 "一 1, g(x) 都 是 整 系数 多 项 式 易 证 ps (zx) 也 是 整 系数 多 项 式 . 

定理 9-2 gp, (x) 是 Q 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 明 假设 pu(z) = g(z)h(x), 且 不 妨 设 g(x), h(x) 都 是 整 系数 首 一 多 
项 式 , 并 假定 g(z) 是 p, (x) 的 不 可 约 因 子 ( 注 :由 第 三 章 整 环 上 的 多 项 式 理论 知 
Z[z] 中 多 项 式 的 不 可 约 性 等 价 于 它 作 为 QLz] 中 多 项 式 的 不 可 约 性 ,因此 我 们 可 
作 上 述 假定 ). 现 设 = 是 1 的 = 次 本 原 根 , 刀 是 与 ” 互 素 的 素数 ,显然 z? 仍 是 1 的 
n 次 本 原 根 . 假定 = 是 g(z) 的 根 ,如 果 z? 不 是 g(x) 的 根 , 则 必 是 h(z) 的 根 ,于 
是 * 是 多 项 式 &(z) = h(xz?) 的 根 .注意 到 g(x) 不 可 约 , 故 g(x) 是 z 在 Q 上 的 
极 小 多 项 式 , 从 而 有 g(x)|k(z) 成 立 . 令 k(x) = 二 g(x) :1(zx), Lz) E ZLzx], 现 
考虑 Z>Z, 的 自然 同 态 :i->i, 它 导出 Z[z]-Zo[z] 的 映 上 同 态 :F(z) 一 大 (z)， 
于 是 (zx) 二 g(z)7(zx). 但 E(x) 二 h(x?) 二 h(x)?, 故 8g(7X)1(x) 一 六 zz)2， 这 
表明 (8(zx), R(xz)) #1 又 rl=m(r)p (rz) = m(r)g(r)h(r), m(r) € 
Z[z], 由 此 可 导出 x" 一 1 二 元 (x)8(x) 有 h(x). 但 E(x), h(xz) 有 非 平 凡 公 因子 ， 
故 zx" 一 1 在 Zs 的 某 个 扩 域 中 有 重 根 . 然而 因为 (n, p) = 二 1, (x 一 1) = nz 
关 0, 这 就 导出 了 矛盾 .产生 矛盾 的 根源 在 于 假设 了 x? 不 是 g(x) 的 根 , 因 此 对 
任意 与 ” 互 素 的 素数 户 , x* 也 是 g(z) 的 根 . 现 设 > 是 任 一 与 z 互 素 的 整数 , 则 = 
也 是 1 的 nn 次 本 原 根 且 当 + 跑 遍 小 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整 数 时 ,zx" 跑 遍 1 的 nn 
次 本 原 根 . 令 r 二 p1…p,，, 其 中 各 个 p; 均 为 素数 ,显然 (p;,.n) = 1, 由 上 面 证 明 
的 结论 不 难看 出 x 也 必 是 g (xz) 的 根 ,这 样 ,g(xz) 包 含 了 1 的 所 有 ?次 本 原 根 ， 
即 g(x) = gp,(z). 证 毕 . 
推论 9-1 gp,(z) 是 1 的 n 次 本 原 根 的 极 小 多 项 式 ,其 次 数 为 p(n) (Euler 9 
函数 ). ， 

由 引 理 9-1 及 上 述 定理 ,我 们 很 容易 证 明 如 下 结论 . 

定理 9-3 有理数 域 上 n 阶 分 贺 域 在 有 理 数 域 上 的 Galois 群 同 构 于 n 阶 循 
环 群 的 自 同 构 群 . 
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证 明 显然 阶 分 圆 域 为 Q(z), = 是 1 的 次 本 原 根 , [Q(z):Q] = deg mw 
二 p(n), 因 此 | Gal E/Q [= p(n), 其 中 请 为 n 阶 分 圆 域 .但 另 一 方面 ,由 
引 理 9-1 的 证 明知 Gal E/Q 同 构 于 ” 阶 循环 群 自 同 构 群 的 子 群 ,而 后 者 的 阶 也 
是 p(n) ,因而 结论 成 立 . 证 毕 . 

若 p 是 素数 , 则 p 阶 循环 群 的 自 同 构 群 为 bp 一 1 阶 循环 群 ,于 是 我 们 有 如 下 
推论 . 

推论 9-2 Q 上 zp 阶 分 圆 域 的 Galois 群 是 p 一 1 阶 循环 群 . 

作为 分 圆 域 理论 的 应 用 ,我 们 再 来 讨论 正 n 边 形 的 尺 规 作 图 问题 . 

引 理 9-2 设 EE 是 F 的 扩 域 且 [E:F] = 2, 则 EE 是 F 的 二 次 根 扩 域 . 

证 明 显然 下 与 已 之 间 无 中 间 域 , 设 cEF, 则 已 = F(c). 令 c 在 F 上 的 极 
小 多 项 式 为 也 十 2az 十 Ba,pEFE), 则 c 十 2ac 十 = 0. 配方 得 (ec 十 a)? 一 a 十 
5b 二 0. 令 = 二 cc 十 a, 则 ww =a: 一 bE F,u€erF, 于 是 E= Fw) 是 一 个 平方 
根 扩张 . 证 毕 . 

引 理 9-3 设 n 一 2:ph…p， pi 为 不 同 的 奇 素数 , 则 正 n 边 形 可 用 尺 规 作 
出 的 充 要 条 件 是 正 pf (i 二 1, …, r) 边 形 都 可 用 尺 规 作 出 . 

证 明 设 m, 上 是 互 素 的 正 整 数 , 若 正 mk 边 形 可 作 , 显 然 正 m 边 形 、 正 * 边 


形 也 可 作出 .反之 , 若 正 m 边 形 及 正 k 边 形 丝 可 作 , 则 角 至 及 答 丝 可 作出 . 由 于 
(m, 有 = 1, 存在 整数 wu, 使 各 十 如 一 1, 于 是 下 二 经 (mu 十 如 ) 一 


至 十 w. 经 , 即 角 私 也 可 作出 ,因此 正 mk 边 形 可 作 . 证 毕 . 

引 理 9- -4 设 p 是 奇 素数 , 则 正 pr 边 形 可 作 的 充 要 条 件 是 e = 1, 且 p 是 
Fermat 数 , 即 p= 二 2* 十 1( 事 实 上 这 时 = 2'). 

证 明 设 正 pr 边 形 可 作 ， 记 z 一 cos 到 十 isin 条 ， 则 Q(z) 是 zr 一 1 的 分 
裂 域 , [Q(z):Q] = p(p') = pp (pC— 站 这 也 是 > -的 最 小 多 项 式 的 次 数 . 由 
推论 3-1 可 知 加 (2 一 1) 须 为 2 的 寡 , 但 是 奇 素数 ,只 有 e 一 1, 记 为 2: 十 1 
形 的 素数 才 行 . | | 

反之 , 若 p 是 一 个 Fermat 数 , | Gal Q(z)/Q1= p 一 1 = 2， 2 是 素数 ， 则 
G 二 Gal Q(z)/Q 是 可 解 群 且 有 一 个 合成 群 列 : 


G=G GDGDGn = {1, (3) 
其 中 G;/Giti 是 2 阶 群 .由 Galois 对 应 ,相应 的 中 间 域 为 | 
F=ECFE,CCECEn = Q(z), : (4) 
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其 中 [Ei :五 ;] 一 2 对 一 切 1; 一 13 2 2 知道 Ei+1 是 E; 的 平方 
根 扩张 , 故 (4) 式 是 一 个 平方 根 塔 , 即 z 可 用 尺 规 作出 ,于 是 正 p 边 形 可 作 . 证 毕 . 
由 引 理 9-3 及 引 理 9-4, 我 们 立即 得 到 如 下 定理 . 
定理 9-4 (Gauss 定理 ) 正 n 边 形 可 用 尺 规 作出 的 充分 必要 条 件 是 n = 
2'p1pa…p,, 其 中 t 宇 0, p; 为 互 不 相同 的 Fermat 数 . 


司 题 


. 设 域 下 含有 1 的 nn 次 本 原 根 , 则 下 的 特征 或 为 零 或 为 素数 p 而 p 不 能 整除 n. 
. 设 K 是 E/F 的 中 间 域 , 若 EAF 是 Abel 扩张 , 则 K/F 和 E/K 都 是 Abel 扩张 . 
. 设 K 是 E/F 的 中 间 域 , 若 EAF 是 循环 扩张 , 则 K/F 和 E/K 都 是 循环 # 张 
. 证 明 : 若 nn 是 大 于 1 的 奇数 , 则 gz, (xz) = mw (一 z). 

5. 若 思 是 一 素数 3 则 pyr (z) 一 1 十 zf 十 x 十 十 2 

6. 试 求 12 阶 分 圆 域 在 Q 上 的 Galois 群 . 

7. 若 域 下 含有 1 的 n 个 不 同 的 n 次 根 , 则 下 的 特征 或 为 零 ,或 等 于 p, 其 中 不 能 整 
除 n. 

8. 设 下 是 任 一 数 域 , a € F, m,n 为 互 素 的 正 整 数 ,证 明 : zw 一 “在 F 上 不 可 约 的 充 要 
条 件 是 xz" 一 a 及 xz” 一 a 均 在 F 上 不 可 约 . 

9. 设 pp 是 素数 ,F 为 域 , a € 下 , 求证 : zx! 一 a 在 上 不 可 约 的 充 要 条 件 是 a € F?. 

10. 设 x, n 是 互 素 的 自然 数 ,E 是 mn 阶 分 圆 域 , E;(i = 1, 2) 分 别 是 n, m 阶 分 圆 域 . 
证 明 : 

(1) 王 等 于 多 项 式 (zx 一 1)(z" 一 1) 的 分 裂 域 ; 

(2) 在 Q 上 的 Galois 群 G 同 构 于 E 在 Q 上 的 Galois 群 G 和 E, 在 Q 上 的 Galois 群 
Gz 的 直 积 . 


心 WW ND ~ 


pd 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 一 元 n 次 方程 的 根 式 解 问题 . 所 谓 根 式 解 ,就 是 经 
过 有 限 次 的 加 \ 减 、 乘 \ 除 及 开 方 运算 ,把 一 个 一 元 n 次 方程 的 根 求 出 来 . 对 一 元 
一 次 方程 及 一 元 二 次 方程 ,读者 在 中 学 时 代 已 经 学 会 如 何 求解 了 . 对 于 一 元 三 次 
方程 及 一 元 四 次 方程 ,也 可 以 用 根 式 求解 ,也 有 所 谓 的 求 根 公 式 . 人 们 原 以 为 对 
五 次 及 五 次 以 上 方程 也 可 以 用 根 式 求解 ,但 经 过 长 达 几 百年 的 努力 ,这 种 企图 终 
归 失 败 . 1824 年 挪威 青年 数学 家 Abel 证 明了 一 般 五 次 方程 根 式 解 的 不 可 能 性 ， 
但 是 他 的 证 明 有 漏洞 而 且 没 有 解决 什么 时 候 一 个 n 次 方程 可 用 根 式 求解 ,什么 
时 候 不 可 能 用 根 式 求解 这 样 一 个 重要 问题 . Abel 于 1828 年 去 世 . 1830 年 前 后 ， 
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法 国 天 才 的 青年 数学 家 Galois 借助 于 由 他 创立 的 群 的 理论 彻底 地 解决 了 这 个 
问题 . Galois 的 工作 不 仅 非常 漂亮 地 解决 了 一 元 ”次 方程 的 求 根 问题 ,更 重要 的 
是 他 开创 了 代数 学 的 新 纪元 . 一 门 全 新 的 并 在 现代 数学 中 起 着 极其 重要 作用 的 
数学 分 支 一 一 抽象 代数 学 从 此 诞生 了 . 现在 让 我 们 来 具体 地 分 析 一 下 用 根 式 求 
解 一 个 代数 方程 的 具体 含义 是 什么 . 
定义 10-1 设 f(x) € F[z] 是 域 F 上 的 非 零 首 一 多 项 式 ,方程 f(x) = 0 
称 为 在 上 可 用 根 式 求解 , 若 存 在 下 的 一 个 扩张 K/F 适合 如 下 条 件 :存在 下 与 
K 之 间 的 有 限 个 中 间 域 组 成 的 “ 塔 ”: | 
F=FCFC...CF,n,=K, (1) 


其 中 Fin = F(di), di =a: EF,,HK 包含 多 项 式 了 (xz) 的 一 个 分 裂 域 . 

形 如 (1) 式 的 子 域 塔 通常 称 为 K 在 F 上 的 一 个 “ 根 塔 ”. 我 们 还 注意 到 Fi 
是 F; 的 根 扩 张 , 即 Fi 可 通过 F; 添加 下 ; 中 某 个 元 的 次 根 得 到 . 因此 上 述 定 
义 就 等 价 于 说 f(z) = 0 的 根 可 通过 有 限 次 加 \ 减 乘除 及 开 方 得 到 . 

为 了 证 明 Galois 判别 定理 ,我 们 还 需要 做 一 些 准备 工作 . 为 叙述 方便 ,本 节 
下 面 涉及 的 域 其 特征 均 设 为 零 . 

定义 10-2 设 f(z) 是 域 F 上 的 多 项 式 ,已 是 F(z) 在 下 上 的 分 裂 域 , 则 称 
Gal E/F 为 多 项 式 f (zx) 在 下 上 的 Galois 群 , 简 记 为 Gr (了 ). 

引 理 10-1 设 F(z) € F[z], K 是 F 的 扩 域 ,车 将 f(x) 看 成 是 KK 上 的 多 
项 式 , 则 Gx (了 ) 同 构 于 Gr (了) 的 子 群 . 

证 明 设 EE 是 f(z) 在 上 的 分 裂 域 ,L 是 f(x) 在 K 上 的 分 裂 域 , 若 f(z) 
在 工 中 分 裂 为 f(z) = (zx 一 41)…(z 一 7,), 则 


L= Kl(n, ”9 rm) 和 Fl(r, “9 za ) ， 


因此 可 令 ECL. 现 来 作 GalL/K 一 Gal E/F 的 映射 p 如 下 : 令 7€ GalL/K,7 
将 根 集 RR 二 [ns ，…, rm 上 映 到 自身 ， 因此 wls 是 E/F 的 自 同 构 . 令 p(y) ?le 
不 难 验证 这 是 个 群 同 态 . 如 ,nls 为 E 的 恒 等 自 同 构 , 则 pr;) = ri(i 二 1， 
7). 而 上 上 二 KK(ri,…, 7,), 故 ww 也 是 L 上 的 恒 等 自 同 构 ,这 就 证 明了 8 是 一 个 单 
引 理 10-2 设 忆 / 下 有 一 个 根 塔 :下 = FICFC.. CFn=E,Fh,= 
Fi(d;), dacEF, 则 EC 的 正规 闭 包 K/ 下 也有 一 个 根 塔 ， 且 该 根 闭 中 互 不 相 
同 的 根 指数 ”* 与 原 根 塔 相同 . 
证 明令 K' 二 《7(E) | ny€ GalK/F), 即 由 诸 XE) 生 成 的 K 的 子 域 ,显然 
7(K') CK', 由 定理 6-2 知 K 是 下 的 正规 扩 域 且 包 含 E ,因此 K = K. 这 说 明 
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KK 可 由 诸 w(E) 生 成 . 现 设 Gal K/F = fm, mw,，…，, 加 ] ,将 多 作用 在 原 根 堪 
上 得 : 
F=p(F) En(F) ECEn(Fn)= »(E), 
显然 Bdi)" 一 wp(dr) € wn(F), 
WFin) 二 (Fi(d;)) 二 wn(Fi)(n (di)). 
现 作 一 个 K/F 的 根 塔 : 
FEFm(d)) EFn(d), m(d)) ES … 


CFlm(di), , mdr 1), md,)) 

EFm(d), ,mn(d)) (py(d)) EC 

ES FOm(d), sd) ;pd ) 六 (天 (本 ) 
mn(d,)) =K, 


这 就 是 所 要 求 的 KAF 的 根 塔 . 证 毕 . 

有 了 上 述 准备 ,我 们 现在 可 以 证 明 如 下 的 Galois 判别 定理 . 

定理 10-1(Gaiois 判别 定理 ) 域 玉 上 一 元 n 次 方程 f(x) 可 以 用 根 式 求解 
的 充分 必要 条 件 是 f(x) 的 Galois 群 Gr( 了) 是 一 个 可 解 群 . 

证 明 ”充分 性 . 设 Gr( 了 ) 为 可 解 群 且 其 阶 为 m, EE 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 
域 ,z 是 1 的 m 次 本 原 根 . 令 Fi 二 下, F, = F(z), KK == E(z), 则 KK 是 f(x) 在 
Fa 上 的 分 裂 域 . 由 引 理 10-1 知 Gal K/F, 同 构 于 Gr (了 f) 的 一 个 子 群 ,因此 也 是 
一 个 可 解 群 . 设 H = Gal-K/F,, H 的 合成 群 列 为 

H= HH,… 才 Hn =1, 
则 HB 是 素数 p; 阶 循环 群 . 由 Galois 对 应 得 K/F, 的 子 域 链 : 


FCFC.CF,, = K, 


这 里 [Fin :Fi] 二 pi 且 Fin 是 FF; 的 正规 扩 域 且 | Gal FF |== p;. 注意 到 下， 
含有 1 的 m 次 本 原 根 而 由 于 pilm, F; 也 含有 1 的 pi 次 本 原 根 ,由 定理 9-1 知 
道 Fi 是 F; 的 根 扩 张 , 即 存在 4d; € Fi 使 Fin = Fi(4di) 且 df € Fi. 另 一 方面 
F, 二 F(z), xz” 二 1 € F, 因此 K 有 一 个 根 塔 ,而 K 包含 f(z) 的 分 裂 域 E, 故 
f(z) 二 0 可 用 根 式 求解 . 

必要 性 .假定 f(x) = 0 可 用 根 式 求解 ,这 时 存在 下 的 扩 域 K/F 的 一 个 
根 塔 : 
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F=FCF,C…CF= Kk, (2) 


其 中 Fin 二 Fi(4d;), dr € F;, 旦 K 包含 f(z) 在 下 上 的 分 烈 域 EE. 设 n 是 诸 n; 
的 最 小 公 倍数 , = 是 1 的 n 次 本 原 根 . 首先 注意 到 由 引 理 10-2, 可 设 玉 是 下 的 
正规 扩 域 (否则 用 其 正规 闭 包 代 替 )， 由 假定 下 的 特征 为 零 , 故 天 是 下 的 Galois 
扩 域 , 由 定理 7-1 可 设 天 是 下 上 某 个 多 项 式 g(z) 的 分 裂 域 ; 作 天 的 扩 域 K(z)， 
显然 K(z) 是 g(x)(x" 一 1) 的 分 裂 域 , 故 是 下 的 正规 扩张 .由 于 x* = 二 16€ 下 ,我 
们 可 以 将 (2) 式 变动 一 下 使 之 成 为 

F=FiECF=Fz) CF =F(d)S.:… CK(z), (3) 


则 (3) 式 是 K(z) 的 一 个 根 堪 . 设 肪 = GalK(zx)/F, 同时 设 再 是 五 的 子 群 且 在 
Galois 对 应 中 它 相 应 的 中 间 域 为 Fi. 注意 到 Fi+i1 是 Fi 的 正规 扩 域 (事实 上 对 
i 之 2, 由 于 FF 含有 1 的 nn 次 根 ,Fi 是 xz” 一 dE Fi[zx] 的 分 裂 域 ,而 另 一 方 
面 Fi 显然 是 下 的 正规 扩 域 ), 故 Ha 是 H; 的 正规 子 群 , 且 Gal Fin/F; 各 
HH;/Hin. 但 由 定理 9-1 及 引 理 9-1 可 知 Gal FE 是 Abel 群 , 故 Hi/Hii 也 
是 Abel 群 ,于 是 互 含有 一 个 正规 群 列 ,其 商 因子 皆 为 Abel 群 , 即 知 五 是 可 解 
群 . 再 由 于 KEF BE, 已 是 正规 扩 域 ,由 .Galoeis 理论 基本 定理 知 Gal EA/F 同 构 
于 日 = Gal K(xz)/F 的 一 个 商 群 ,因此 Gal E/F 是 可 解 群 .证 毕 . 

Galois 判别 定理 解决 了 判别 一 个 一 元 n 次 方程 是 否 可 用 根 式 求解 的 充 要 条 
件 . 这 涉及 求 一 个 多 项 式 的 Galois 群 并 判别 它 是 否 可 解 ,一 般 来 说 这 仍 不 是 一 
件 容 易 的 事情 ,现在 还 没有 一 个 有 效 通用 的 办 法 来 求 一 个 多 项 式 的 Galois 群 . 
尽管 如 此 ,我 们 仍 可 针对 一 些 具体 情况 , 找 出 求 多 项 式 Galois 群 的 方法 . 下面 的 
定理 提供 了 求 一 类 多 项 式 Galois 群 的 简便 方法 . 

定理 10-2 设 f(z) 是 一 个 次 数 为 素数 p 的 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
假定 f(z) 恰 好 有 两 个 非 实 根 , 则 f(z) 的 Galois 群 为 5, , 即 为 p 次 对 称 群 . 

证 明 设 EE 是 f(z) 的 分 裂 域 ,a 是 f(x) 的 一 个 根 ,由 于 f(x) 不 可 约 , 故 
[Q(a):Q] = p. 但 


| Go(f) |= [E:Q] = [E:Q(a)1[Q(a):Q)], 


因此 piGo( 了 f). 由 Sylow 定理 及 Cauchy 引 理 可 知 Go(f) 有 一 个 p 阶 元 . 

因为 f(x) 是 不 可 约 可 分 多 项 式 , 故 f(x) 在 玉 中 有 pp 个 不 同 的 根 , 记 为 R= 
fm，…, ep. 作 Go(f) 一 S, 的 映射 p 如 下 : 若 JE Go(f), 则 nls 是 R 的 一 个 
置换 , 记 之 为 c, 令 p(7) 二 a. 不 难 验证 这 是 个 群 同 态 且 由 于 EE 由 Q 及 a ,…, ap 
生成 ,p 还 是 个 单 同 态 . 经 过 将 R 中 的 元 适当 的 排列 ,可 设 Go( 了 ) 中 pp 阶 元 在 9 
下 的 像 为 循环 (1, 2,…, p). 
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又 设 a ,az 是 f(z) 的 两 个 非 实 根 , 则 由 于 f(z) E Qizj, a 与 ez 必 共 因 . 
又 下 = 一 Qu ,as ，…, ayp)，, 故 复数 域 的 共 轿 变换 限制 在 EE 上 导出 了 E/Q 的 一 个 
自 同 构 6, 显 然后 = 1, 即 & 是 周期 等 于 2 的 元 . 记 gp(&) = 二 zt, 则 rt 是 Ss 中 的 一 个 
对 合 , 即 = 1, 这 样 Im g 含有 对 合 r 及 户 循 环 (1, 2,…, p), 由 对 称 群 的 理论 
知 Im p 二 $S,. 这 就 证 明了 Ga(f) 鱼 Ss. 证 毕 . 
例 1 设 f(z) = x 一 5z 十 2, 则 f(z) == 0 不 能 用 根 式 求解 . 
证 明 作 变 换 z = 二 y 一 2, 利用 Eisenstein 判别 法 即 知 f(x) 是 不 可 约 多 项 
式 . 另 一 方面 , f(x) 一 5z' 一 5, 令 了 (x) =0, 则 f(z) 有 两 个 实 根 x == 土 1. 这 
表明 f(z) 有 两 个 极 值 点 x = 1, x = 一 1, 因此 f(x) 有 和 且 只 有 3 个 实数 根 , 即 它 
恰 有 两 个 非 实 根 . 由 上 面 的 定理 知道 f(x) 的 Galois 群 同 构 于 S;. 但 S; 是 不 可 
解 群 ,因此 f(x) 不 能 用 根 式 求解 . 
例 1 表明 确实 存在 不 能 用 根 式 求解 的 五 次 方程 .事实 上 对 任意 的 nn, 我们 
都 可 以 找到 一 个 有 理 系 数 的 代数 方程 ,其 Galois 群 等 于 S,. 而 当 n 宇 5 时 5， 
不 是 可 解 群 ,因此 该 代数 方程 不 能 用 根 式 求解 . 当 ”<5 时 ,S， 是 可 解 群 ,S; 的 
任 一 子 群 也 是 可 解 群 . 另 一 方面 ,用 定理 10-2 证 明 中 类 似 的 方法 可 证 明 一 个 
一 元 n 次 方程 的 Galois 群 必 同 构 于 S,(m 委 n, m 为 方程 的 不 同根 的 个 数 ) 的 
子 群 ,因此 小 于 五 次 的 代数 方程 的 Galois 群 必 是 可 解 群 , 故 这 类 代数 方程 必 可 
用 根 式 求解 . | 
最 后 我 们 来 考虑 所 谓 的 求 根 公 式 问 题 .我 们 可 以 证 明 , 对 不 超过 四 次 的 一 元 
代数 方程 , 求 根 公 式 总 是 存在 的 . 而 对 五 次 及 五 次 以 上 的 方程 , 求 根 公式 不 存在 . 
首先 我 们 要 搞 清楚 什么 叫 求 根 公 式 . 事实 上 求 根 公式 就 是 用 根 式 求解 一 般 
文字 系数 的 代数 方程 : 
f(r) = rir hr 二 (1)", 一 0， (4) 
这 里 首 项 系数 取 1 不 影响 所 讨论 问题 的 实质 . 这 时 我 们 可 以 设 志 ,所 ，…， 所 是 
Q 上 的 未 定 元 ,因此 可 将 f(x) 看 成 是 域 Q(a ,2 …， 己 ) 上 的 多 项 式 . 这 里 
Q(t tz，…, ) 是 元 多 项 式 环 Q[a ,ts，…, 加] 的 分 式 域 . 现在 我 们 要 证 明 
如 下 定理 ， 
定理 10-3 方程 (4) 的 Galois 群 同 构 于 次 对 称 群 S，. 
证 明 设 EE 是 f(x) € Q[4,…, &] [xz] 的 分 裂 域 , 设 f(z) 在 E[zj] 中 分 
解 为 
f(r) 一 (zz 一 CT)(zZ 一 za) (ro— Zr), (5) 
则 EE = Q(#，…, 刀 ) (x1,，…， Zn)， 由 Vieta 定理 知道 : 
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五 一 Ti 十 Ta 十 … 十 了 To， 


ts 一 Driz;, ” 
icj ， (6) 
tn 一 ZI1Z2 Xz 


因此 E = Q(zi, …, xn). 

我 们 首先 要 证 明 {zx,， zs,…, x 是 Q 上 代数 无 关 元 ,用 反 证 法 . 设 有 非 零 
多 项 式 h《yi，…，y:) E Q[y,，…， ys], 使 得 h(xi,…, zs) 二 0. 设 o 是 
{fy1，…， yr] 的 一 个 置换 , 作 


Th (Cy 9 Vol2) “Jo ) » (7) 
o€S, 


这 是 一 个 Q[y: ,…，%] 上 的 对 称 多 项 式 且 将 x; 代入 y; 后 等 于 0. 应 用 高 等 代 
数 的 知识 ,知道 任 一 对 称 多 项 式 都 可 表示 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 这 一 事实 
说 明 存 在 一 个 Q 上 的 非 零 元 多 项 式 g ,使 g(4, ts，…, 丸 ) 一 0. 但 这 与 五， 
ts ，…, ,是 Q 上 未 定 元 的 假定 相 了 矛盾 ,因此 {zi zs， …, zs| 在 Q 上 代数 无 关 ， 
特别 zi 关 zj(i 关 站. 

如 同 以 前 所 做 , 作 f(z) 的 Galois 群 G 一 S， 的 映射 p: 对 7E G, ep(7) 为 7 限 
制 在 根 集 |z; ，z: ，…，zsj 上 引起 的 置换 c, 则 p 是 单 同 态 , 现 要 证 明 它 也 是 一 个 
满 同 态 . 设 rE S。, 将 z 看 成 是 |z ，z ，…，z| 的 一 个 置换 , 因为 1z ，zZa ，…， 
zj 是 Q 上 代数 无 关 元 ,可 作 Qiz ，z ，…， Zz] 的 自 同 构 7 如 下 ; 7(Xi) 一 Tun， 
1(a) 二 a 对 一 切 a € Q, 7 诱导 出 Q(z zs，…, ZX;) 的 一 个 自 同 构 , 仍 记 为 
再 看 所在 7 下 的 像 . 由 (6) 式 可 知 去 是 {z | i 一 1, …，, nn} 的 对 称 多 项 式 ,因此 
7 二) 一 二. 这 表明 7E GalQ(z ，…，z)《MQG ,加 ) 二 G. 显然 p(7) 一 r， 
这 就 证 明了 ? 是 满 同 态 ,于 是 我 们 证 明了 G 名 5,. 证 毕 ， 

推论 10-1(Abel-Ruffini 定理 ) ” 当 n 渤 5 时 ,一 元 n 次 代数 方程 没有 求 根 
公式 . 

对 n 声 4, 由 于 这 时 S, 为 可 解 群 , 故 求 根 公 式 存在 . 

至 此 ,我 们 运用 Galois 理论 圆满 地 解决 了 一 元 n 次 方程 是 否 可 用 根 式 求解 
的 问题 . 然而 需要 指出 的 这 个 理论 并 没有 因此 而 终结 ,Galois 理论 仍然 是 代数 学 
中 活跃 的 一 个 分 支 ,即使 是 有 限 Galois 理论 也 有 许多 至 今 仍 未 解决 的 难题 . 比 
如 给 定 任意 一 个 有 限 群 ,是 否 必 有 一 个 有 理 系数 的 多 项 式 , 它 的 Galois 群 同 构 
于 给 定 的 群 ” 这 个 问题 的 提出 已 有 100 多 年 的 历史 .已 经 知道 对 对 称 群 . 交 错 群 
以 及 可 解 群 的 回答 是 上 表 定 的 ,但 对 一 般 情况 还 没有 令 和 人 满意 的 答案 . 
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悦 题 


1. 求证 下 列 方程 不 能 用 根 式 求解 ; 

(1) zx 一 9z 十 3 (2)z5 二 8z 十 6; (3) .2z5 一 5z4 十 5 (4) 2 二 47 二 2 

2. 试 构造 一 个 有 理 系数 不 能 用 根 式 求解 的 不 可 约 7 次 方程 . 

3. 求证 :给 定 一 个 有 限 群 , 必 存 在 特征 为 零 的 两 个 域 FS 下 ,使 Gal E/F 同 构 于 给 定 
的 群 . 

4. S, 的 一 个 子 群 互 称 为 可 迁 群 , 若 对 任意 的 1<i, j 声 n, 总 存在 rE 使 r(i) =j, 已 
知 有 理 系 数 n 次 多 项 式 f(x) 在 其 分 裂 域 中 无 重 根 ,求证 : f(z) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 它 的 
Galois 群 同 构 于 S, 的 一 个 可 迁 子 群 

5. 设 有 Q(# ，…, 刀 ) 上 的 一 般 代数 方程 f(x), 它 的 分 裂 域 为 E, 若 ci,…, cc 是 Q 中 居 
个 不 同 的 有 理 数 ,zi ,…, zx, 是 f(z) 的 nn 个 根 , 0== adi 十 … 十 cx, 求证:E = Q(t ,…， 
t» ) (0). 


设 正 是 下 的 扩 域 , G = Gal E/F, 假 定 G = { 力 , 为，…, 加 当 王 是 下 的 
Galois 扩 域 时 , | G1= [E:F], 我 们 要 问 是 否 存在 五 中 的 一 个 元 素 c , 它 在 G 的 
作用 下 得 到 的 个 元 17(a) | i 二 1,…, nl 恰好 构成 作为 F 线性 空间 的 基 ? 
如 果 这 样 的 基 存 在 ,我 们 就 称 之 为 EAF 的 正规 基 . 我 们 在 这 一 not 
瑟 是 下 的 Galois 扩 域 时 ,EMAF 的 正规 基 必 存在 . 

为 了 证 明正 规 基 存 在 定理 ,我 们 需要 引进 一 个 概念 一 一 特征 标 . 

定义 11-1 设 下 是 一 个 域 ,G 是 一 个 群 ,p 是 GP" ( 即 下 非 零 元 素 组 成 的 
乘法 群 ) 的 群 同 态 , 则 称 g 为 G 到 下 内 的 一 个 特征 标 (或 称 g 为 G 的 一 个 六 特 
征 标 ). 

设 群 G 的 所 特征 标 全 体 组 成 的 集合 为 T; 称 本 中 个 元 素 g1, 2 ，… ,pm 

为 下 线性 无 关 , 若 对 任意 的 sgEG, 从 等 式 


aipi(g8) 二 Tap(g) 二 二 angpn(g) = 0, 


其 中 a; € 下, 必 可 推出 a = as 一 … 一 an 一 0. 

定理 11-1(Dedekind 定理 ) ” 群 G 的 不 同 的 让 特 征 标 必 六 线性 无 关 . 

证 明 ”对 特征 标的 个 数 用 数学 归纳 法 . 设 却 = 1, 则 由 ap(g) = 0, 及 
9p(g) 闫 0 立即 得 a = 0. 

假定 对 小 于 的 一 切 自 然 数 结论 成 立 . 设 m ， qz ，*…， qn 是 n 个 不 同 的 特 
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征 标 ,存在 ai ， Qz, ,anE 下 ,使 对 一 切 g € C， 成 立 
ap(g)i+agp(g)t .+ap(g) = 0, (1) 


不 妨 设 所 有 的 a; 关 0 (不 然 可 立即 归结 为 小 于 的 情形 ) ,由 于 gi 头 gs， 故 必 存 
在 hEG, 使 gu(h) 头 gz(h). 但 (1) 式 对 任意 的 g € G 成立 , 故 


7 api(gh) + og (gh) + :+ap, (eh) = 0. (2) 
因为 w 是 群 同 态 ,所 以 (2) 式 可 化 为 
api(g)pi(h)+ api(g)p(h)t :Tap (g) 9p,(h) 一 0， (3) 


将 (1) 式 两 端 乘 以 wm (各 并 减 去 (3) 式 得 : 
(azpl( 疡 ) — azg(h))p2(g) 二 + (asp1 (4) — asps(h))gs(g) 十 … 
+ (api(h) — apa(h)) ga(g) 一 0， (4) 


(4) 式 对 一 切 gEG 成 立 , 由 归纳 假设 得 : azg1(h) 一 azpz(h) 二 0, 但 gi(h) 关 
rx() , 必 使 a: 一 0, 这 与 ai 尖 0 的 假定 矛盾 . 证 毕 . 

推论 11-1 设 瑟 是 下 的 扩 域 ,六 7，…，, 加 是 ELF 的 自 同 构 , 则 洲 ， 
灾 ，…， 加 必 扯 线性 无 关 .… . 

证 明 将 六 限制 在 巨 " 上, 则 得 到 EE* 一 E* 的 群 同 态 ,由 定理 知 力 ,…, 
必 瑟 线性 无 关 , 当然 也 所 线性 无 关 . 证 毕 . 
” :现在 我 们 来 证 明正 规 基 定理 . 

定理 11-2 设 EE 是 下 的 Galois 扩 域 , 则 必 存 ELF 的 一 组 正规 基 . 

证 明 ”我 们 分 两 种 情形 来 证 明 :(1)F 为 有 限 域 ;(2)F 为 无 限 域 . 

(1) 因为 有 限 域 上 的 Galois 扩 域 的 Galois 群 必 是 循环 群 (参见 定理 如 -2)， 
故 可 设 G = Gal EF = (yy) 且 [E:F] =|G|=n, 于 是 yw =1 且 {1,7y, 和, 
矿 !| 是 E/F 的 不 同 的 自 同 构 . 显然 EAF 的 任 一 自 同 构 均 可 看 成 是 广 线 性 空间 
E 上 的 线性 变换 . 由 楼 = 1 可知 yp 作为 E 的 线性 变换 适合 多 项 式 


f(z) = rl 5) 


另外 因为 {1, 7, 六 ,，…, 大: 上 是 不 同 的 自 同 构 , 由 定理 11-1 的 推论 11-1 知 
道 它们 是 下 线性 无 关 的 . 这 表明 (5) 式 是 了 作为 巨 上 的 线性 变换 适合 的 极 小 
多 项 式 , 它 的 次 数 恰 为 n 二 [E:Fj], 于 是 了 的 极 小 多 项 式 就 是 它 的 特征 多 项 
式 , 由 线性 代数 知 存 在 a € EE，{a, Ka) ，…， 六 (线性 无 关 , 它 们 就 是 所 
要 求 的 正规 基 . . 

(2) 设 G=GalE/F = {mn, 训 ，…, 加 |. 因为 G 是 一 个 有 限 群 ,只 有 有 限 个 
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子 群 ,因而 由 Galois 对 应 知道 EA 只 有 有 限 个 中 间 域 . 由 本 章 定理 1-3 知道 
必 是 下 的 单 扩张 , 即 存在 uw EE 使 EF = F(u). 现 假定 4 在 下 上 的 极 小 多 项 式 为 
f(x). 由 于 EE 是 下 的 可 分 扩 域 , 故 f(x) 是 一 个 次 数 为 n 的 可 分 的 不 可 约 多 项 . 
式 , 也 就 是 说 f(z) 在 EE 中 无 重 根 ( 从 E 的 正规 性 知道 f(z) 的 根 全 在 EE 中 ), 因 
此 了 '(w) 关 0. 再 设 w 二 %() ,i 一 1,2,…,n, 则 zw 也 是 f(z) 的 根 且 由 于 E= 
F(w), 从 wu = 久 可 推出 名 二 ,车 刀 ,，…, us 是 f(x) 的 nn 个 不 同 的 根 . 作 


f(x) 
(并 一 Ty 
8 iF) 
,fz) 
S(T) a PF) 


则 g(xz), gi(z) 是 上 的 多 珊 起 且 gs (z) 一 六 (g(x)). 显然 若 k 关 i, 则 wu 是 
g:(z) 的 根 ,因此 


f(x) | gi(x)gi(x) (天 大 )， (6) 


作 EE 上 的 多 项 式 h(zx) = gi(zx) 十 ga(z) 十 … 十 g(x) 一 1, 则 deg h(x) 魏 2 一 |， 
但 另 一 方面 由 gi(w) = 二 0, gi(w) 二 1 知道 h(w) ==0, i 二 1,2,…,n, 因 此 
h(xz) 一 0, 即 . 
gz) 十 gz(z) 十 … 十 go(Zz) 一 1. (7) 


在 (7) 式 两 端 乘 以 g:(z) 并 利用 (6) 式 可 得 : 
f(x) | (g(x)’ — g(x)). (8) 
现 考虑 下 列 n 阶 行列 式 : 


D(x) =| nm(ge(z)) | (1 <i, kn), 


D(z) 是 EE 上 的 多 项 式 , 则 D(z)’ ==| np(g(z)) 上 | ppm(g(z)) | ， 其 中 上 表示 
行列 式 的 转 置 . 用 行列 式 乘 法 及 (6) 式 不 难 算出 当 i 隆 上 时 f(z)icw ,这 里 ci 表 
示 (D(z)) 这 一 行列 式 的 第 (i, 有 ) 项 . 而 当 i = 二 有时 第 (i, &) 项 为 ca 一 
《p(Bg1(T)))? 十 … 十 (pr(gr(7x)))*. 由 (7) 式 及 (8) 式 可 知 f(x) | ci 一 1, 于 是 


(D(z))’ = 1(mod f(x)), (9) 


这 表明 D(z) 关 0. 由 于 这 时 互 是 无 限 域 , 故 必 存在 vE 使 得 D(v) 头 0, 令 a 王 
g(v), 则 . 
D(w) 一 | mnt(a) | 寺 0. 
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最 后 要 证 六 (ca), (a),…, mn(a) 是 已 线 性 无 关 的 . 设 a1, as，,…,a, EF, 使 得 
Qi 力 (a) 十 az 六 (wa) 十 … 十 ass(a) 一 0， (10) 


G 中 的 元 素 依次 作用 于 (10) 式 便 得 到 一 一 个 齐 次 线性 方程 组 (将 a; 看 成 是 未 知 
数 ), 其 系数 行列 式 等 于 | ymi(a) | 关 0, 因此 只 有 唯一 解 a1 =as = … = a = 0. 
由 于 [E:F] = ” 因此 为 (a), (a),…，, m(a) 就 是 所 要 求 的 正规 基 . 证 毕 . 


习 题 


1. 设 E 是 下 的 Galois 扩 域 且 其 Galois 群 G= {nn|i==1,…, nn|, 求证:E 上 n 个 元 素 
轴 ，…，un 所 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 det(m(wj ) ) 不 为 零 . 
2. 求 Q(W2, V3)/Q 的 一 组 正规 基 . 


的 超越 扩张 。 ” 训 宝 :放量 (3); 


迄今 为 止 ,我 们 已 详细 地 讨论 了 代数 扩 域 的 各 种 性 质 及 结构 ,我们 将 在 本 节 
中 简要 地 介绍 域 的 超越 扩张 理论 . 

假定 EE 是 的 超越 扩张 且 存 在 有 限 个 元 a1 ,az,…, a 使 E = Fu， 
az，…，, Qn), 则 称 玉 是 下 的 有 限 生成 超越 扩张 ,否则 称 E 为 F 的 无 限 生成 超越 
扩张 . 这 一 节 将 主要 研究 有 限 生成 超越 扩张 . 

定理 12-1 设 EE 是 下 的 扩 域 , a, as,…, ar € E, 令 F,=F,F,= 
F(a i) (1 in), 则 {a ,az,…, oo 是 下 上 的 代数 无 关 元 当 且 仅 当 对 
每 个 i, a; 是 下 ;-! 上 的 超越 元 . 

证 明 设 对 某 个 i, a; 是 下 上 的 代数 元 , 则 存在 下 ;， 上 多 项 式 (zx), 使 

flai) 一 co 十 ca 十 … 十 craf 一 0， (1) 


其 中 每 个 cj 一 力 (al，…，ail qj ais , Qi ); by', 'q; 为 Fz, …; Zzi-i] 中 
的 多 项 式 且 q; 天 0. 将 c; 代入 了 并 去 分 母 便 得 到 一 个 F[xi,…, xz;] 中 的 非 零 多 
项 式 g, 适 合 g(al , …, ai) = 0. 这 表明 fw , az, …, a,} 是 代数 相关 的 . 

反之 , 设 {lw ，…, as} 代 数 相关 , 则 存在 j 使 lw ，…， aj1| 是 下 上 代数 无 关 
元 而 tw ，…， oj} 是 代数 相关 的 ,于 是 存在 F[z,，…, zj] 中 的 非 零 多 项 式 g, 使 
Sg(a，…，w) 一 0. 不 难 将 g 变 成 系数 在 F[zi,…, zx;1] 上 的 以 二 为 不 定 元 的 
多 项 式 ,再 将 mw ，…， ai 代入 系数 便 得 域 ,上 的 以 zz 人 记 
之 为 h(xzj). 显然 h(a;) = 一 0, 即 ww 是 Fi 上 的 代数 元 .证 毕 

定义 12-1 设 E 是 下 的 扩 域 , 若 存 在 EE 的 子 集 S， Ss 中 的 任 一 有 限 子 集 都 
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在 已 上 代数 无 关 , 而 正 是 F(S) 的 代数 扩 域 , 则 称 S 是 E 在 F 上 的 一 组 超越 基 . 
可 以 证 明 下 的 任 一 超越 扩张 必 有 超越 基 , 但 我 们 在 这 里 仅 对 有 限 生 成 的 情 
形 予 以 证 明 . 
定理 12-2 设 E 是 F 的 有 限 生成 超越 扩张 ,E 二 F(w,… ,ar), 则 必 存 在 
fa ，…, as 的 一 个 子 集 使 之 成 为 EE 的 一 组 超越 基 . 又 ,E 在 F 上 的 任何 两 组 超 
越 基 中 的 元 素 个 数 相 等 . 

”证 明 ”对 x 用 数学 归纳 法 . n = 1 时 结论 显然 成 立 , 设 对 n 一 1 结论 成 立 . 现 
来 看 已 = Fw ，…，, oo). 若 fa，…, ar| 在 下 上 代数 相关 , 则 由 定理 12-1, 存 在 
某 个 ww 是 (ar,，…, ai-1) 上 的 代数 元 . 由 归纳 假设 知道 存在 fa ，…,， aii， 
at， 的 子 集 So , 它 在 下 上 代数 无 关 且 F(a al, oa ，…，an) 是 
F(S。) 上 的 代数 扩 域 . 但 代数 扩 域 的 代数 扩 域 仍 是 代数 扩 域 ,因此 碧 是 下 (So) 的 
代数 扩 域 . . 

现 设 fw Ci an | 9 {Ba ，“ Bi 是 E 在 F 上 的 两 组 超越 基 . 我 们 先 证 明 这 
样 一 个 事实 :在 集合 fw ，…， oo"} 中 任意 去 掉 一 个 元 ,比如 说 为 m, 则 必 可 在 
{BB ，…, Be} 中 找到 一 个 元 B ,使 它 加 入 fas, …， anm| 后 ,1B ，az ，…，am|]| 仍 在 下 
上 代数 无 关 . 一 旦 这 一 结论 获 证 ,不断 地 重复 这 一 过 程 ,可 将 fw ，…，cn} 中 的 元 
都 换 掉 , 于 是 必 有 闷 委 有 &. 同 理 可 证 & 迄 m, 于 是 即 可 证 明 xm 二. 现在 来 证 明 上 
述 结论 . 假定 任 一 让 加 入 lw ,，…，, oj 后 都 是 代数 相关 的 , 则 是 FF(a ，…，an) 
上 的 代数 元 ,于 是 (gs ，…， an) (Bi ，…，, Be) 是 F(az，…, mm) 的 代数 扩 域 . 男 一 
方面 EE 是 F(B ,，…, Be) 的 代数 扩 域 , 故 巨 是 F(as,…, am) (Bl，…， Bi ) 的 代数 
扩 域 . 由 此 将 推出 EE 是 (as ，…, an) 的 代数 扩 域 ,与 wm 在 下 (as,…, an) 上 超越 
了 矛盾. 证 毕 . 

定义 12-2 F 上 有 限 生成 超越 扩张 的 超越 基 的 元 数 称 为 E 关于 F 的 超越 
次 数 , 记 为 tr, d. E/F. 

超越 次 数 是 超越 扩张 的 不 变量 . 若 一 个 超越 扩张 的 超越 基 含 有 无 限 多 个 元 ， 
素 ,通常 称 之 为 具有 无 限 超越 次 数 ,比如 实数 域 关 于 有 理 数 域 的 超越 次 数 为 
无 限 . 

超越 次 数 具 有 “可 加 性 ”, 这 可 由 下 列 定理 导出 . 

定理 12-3 设 K 二 E 二 Ff, A 是 E 的 子 集 且 A 在 F 上 代数 独立 ( 即 代数 无 
关 ), B CK,B 在 E 上 代数 独立 , 则 AUB 在 F 上 代数 独立 . 

证 明 设 C 是 A U B 的 任 一 有 限 子 集 , 则 C 可 表示 为 : C 一 {a,…, am; 
及 ,，… ,Bl ,其 中 a: € A,pBEB. 由 定理 12-1,a; 在 F(a ,，…, Qi1) 上 超越 ,BB 
在 E(B 9 Bi-) 上 超越 ,从 而 Bb; 也 在 F(a my Bi » Bi) 上 超越 . 再 
由 定理 12-1 可 知 C 在 F 上 代数 独立 .证 毕 . 
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推论 12-1 设 K 二 EF, a, …, an] 是 EAF 的 超越 基 , {1h ,，…, 是 
K/E 的 超越 基 , 则 {a ,，… ,an; Bl ，…, 有 | 是 K/F 的 超越 基 , 从 而 KLF 的 超越 
次 数 等 于 EAF 与 K/E 的 超越 次 数 之 和 

证 明 由 上 述 定理 ,只 需 证 明 及 是 F(a ,，…, an; fl，…， 8 ) 的 代数 扩 域 妈 
可 . 因为 EE 是 F(a， """, an ) 的 代数 扩 域 , 故 E(B, “9 B) 是 F(a, ,an; 
已 ,…，, 反 ) 的 代数 扩 域 . 再 由 KK 是 E(B,，…, B) 的 代数 扩 域 即 知 KK 是 
E(a oni Bt， ,Bi ) 的 代数 扩 域 . 证 毕 . l 

若 EE 是 F 的 超越 扩张 ,S 是 E/F 的 超越 基 , 如 果 EE=F(S), 则 称 玉 是 下 的 
纯 超越 扩张 . 由 超越 基 的 存在 性 知道 ,FF 的 任 一 扩 域 或 是 代数 扩 域 ,或 可 分 解 为 
一 个 纯 超越 扩张 及 一 个 代数 扩张 的 合成 . 即 若 是 下 的 超越 扩张 , 则 存在 超越 
基 S 使 下 了 FF(S) 过 下 ,其 中 记 是 F(S) 的 代数 扩张 ,F(5S) 是 下 的 纯 超 越 扩 张 . 

纯 超 越 扩张 ,特别 是 有 限 生成 的 纯 超 越 扩张 是 比较 简单 的 超越 扩张 . 设 
{aa ， … ;an 是 E/F 的 超越 基 , 这 时 EE= 下 (@i ，… ,ar) 生 F(zi;*…, TX,)， 即 为 
nn 个 未 定 元 的 有 理子 数 域 .但 即使 是 这 样 的 域 研究 它们 仍 很 不 容易 ,比如 设 4， 
是 nn 次 交错 群 ,o€ A,, 令 o(zi) = zx ，, 则 co 导出 ELF 的 一 个 自 同 构 , 记 K= 
Inv A,, K 是 E/F 的 中 间 域 ,现在 间 K 是 否 是 上 的 纯 超越 扩张 ? 这 个 问题 
至 今 仍 未 解决 但 是 对 于 ”= 1 的 情形 ， 即 对 单 超越 扩张 有 下 列 著名 的 Liiteth 
定理 . 
定理 12-4{Liiroth 定理 ) 设 EE= F(a) ,a 是 F 上 超越 元 , 则 E/F 的 任 一 不 
等 于 下 的 中 间 域 KK 仍 是 上 的 单 超越 扩张 , 即 存在 F 上 超越 元 8, 使 
K = F(B). . 

为 了 证 明 Liiroth 定理 ,我 们 需要 做 些 准备 工作 . 

设 E 二 F(a), a 是 上 的 超越 元 ,B' 是 E 中 元 但 不 属于 F, 令 
8= f(a)/g(a), 其 中 f, g 是 上 的 互 素 多 项 式 .又 设 


fla) = a 二 +arat… 二 Tae”, 
g(a) = bo 二 bia 十 … 十 ba"， 


这 里 a, 关 0 或 太 关 0, 即 nn 一 max {deg f, deg g}. 由 有 B= f(a)/g(a) 得 到 
fla)— Bg (a)i= 0, 即 . ， 


(as — Bb,)a’ 十 (al 一 有 Bi)e 一 十 … “+ (ao — Bbo) = 0. 


由 于 8 不 属于 下 上 ， 而 as 和 6。 属于 下 且 两 者 不 全 为 零 , 故 a， Bb 不 等 于 零 ,a 适 
合 一 个 F(8) 上 的 nn 次 多 项 式 : 


(an — Bb ) zx” 十 (Qn-l — Bb )zx"! 十 … 十 (ao — Bbo) = 0. 
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现在 先 来 证 明 下 列 引 理 . 

引 理 12-1 EE, FF, a, B, f, g 同上 ,n= 二 max {deg f, deg g}, 则 a 是 域 
F(B) 上 的 代数 元 且 f(x) 一 Bg (xz) 是 F(B8) 上 的 不 可 约 多 项 式 , 从 而 [E:F(8)]==n. 

证 明 由 上 述说 明知 a 是 F(8) 上 的 代数 元 , 现 证 明 f(z) 一 Bg (x) 不 可 约 . 
注意 到 68 必 是 下 上 的 超越 元 ,因为 否则 王 是 下 (8) 的 代数 扩张 将 导致 王 是 下 的 
代数 扩张 而 与 已 知 矛盾 . 考虑 环 F[8, z] = 二 FL[B][xj, 由 $3.8 中 的 引 理 8-4 知 
若 一 个 z 的 多 项 式 在 下 [8] 上 不 可 约 , 则 它 必 在 F(8) 上 不 可 约 , 因 此 我 们 只 须 证 
明 F(z) 一 pg(z) 是 下 [8, z] 中 的 不 可 约 多 项 式 就 可 以 了 . 

多 项 式 f(x) 一 Bg (xz) 中 8 的 次 数 为 1, 如 果 它 可 约 , 其 中 必 有 一 个 因子 不 含 
B, 记 之 为 d(x), 于 是 : 

f(x)—Bge(x) = d(xz)[aq(z) + B(x)]. 

比较 8 的 次 数 即 知 d(z) 是 f(x) 和 g(x) 的 公 因子 ,与 假定 矛盾 ,结论 成 立 . 
证 毕 . 

` 现 在 可 以 来 证 明 Liroth 定理 子 . 

证 明 设 KK 是 下 = F(a) 与 下 的 中 间 域 且 K 不 等 于 下 , 则 KK 含有 一 个 不 属 
于 下 的 元 素 7. 这 时 EE 是 下 (7) 的 代数 扩张 ,从 而 EE 也 是 K 的 代数 扩张 . 记 a 在 
K 上 的 极 小 多 项 式 为 f(x) = x 十 bx” 十 … 十 6b, ,其 中 每 一 个 5; 都 属于 天 , 因 
此 可 以 假定 b; = gi(a)/hi(a), gi, h: 为 下 上 的 多 项 式 . 用 适当 的 关于 a 的 多 项 
式 乘 以 f(x) 后 便 得 到 一 个 F[a, z] 中 的 多 项 式 : 

fla, +) = co(a)r" ta(a)r™ + 二 cr (a), (2) 


我 们 不 妨 假定 f(a, z) 是 FE[e][zj] 中 的 本 原 多 项 式 , 即 ci(e) 的 最 大 公 因子 为 1. 
又 bi == ci(a)/cola) 是 K 中 元 素 , 但 因为 a 是 F 上 的 超越 元 ,它们 不 全 在 下 中 ， 
设 其 中 某 个 5( 记 之 为 B) 不 在 下 中 且 B = g(a)/h(a), g, hh 是 FF 上 的 多 项 式 且 
无 非 平凡 的 公 因子 ,又 设 max {deg h, deg g| 二 m, 由 上 述 引 理 知道 g(x) 一 
Bh(zx) 是 下 (8) 上 不 可 约 多 项 式 且 [E:F(B)] 二 m. 由 于 K 包含 F(p), [E:K]= 
n, 故 m 之 n. 一 旦 能 够 证 明 m = n, 即 可 得 到 天 = F(p). 

由 于 a 是 g(z) 一 Bh(z) = 0 的 根 且 这 个 多 项 式 的 系数 在 KK 中 , 故 在 K 上 ， 
g(X) 一 Bh(z) = f(z)aq(z). 将 B= g(a)/h(a) 代入 后 可 得 


g(x)h(a) — g(a)h(zx) = f(x)a(z)h(a). 


注意 到 f 与 9 的 系数 都 在 K 上 ,它们 都 是 a 的 有 理 函 数 ,于 是 乘 以 一 个 适当 的 a 
的 多 项 式 以 后 , 便 可 以 得 到 F[a, x] 中 的 等 式 : 


kla)[lg(z)h(a) — g(a)h(x)] = fla, x)a(a, x), : (3) 
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其 中 f(a, x) 如 (2) 式 所 示 . 由 于 f(a, zx) 是 xz 的 本 原 多 项 式 , 故 (a) 可 以 整除 
da(c，z). 消去 &(o) 后 (3) 式 变 为 : 


Bg(T)h(a) — g(a)h(r) = fla, x)pla, x). (4) 


(4) 式 中 右边 关于 a 的 次 数 至 多 为 m. 而 8 一 g(a)/h(a), g(a) 与 h(a) 互 素 且 
max |degh, deg g| = m, 因此 f(a, zx) 中 a 的 次 数 至 少 为 m. 这 表明 f(a, z) 中 
a 的 次 数 恰 好 为 m，p (a， x) 中 a 的 次 数 为 零 , 即 p(a, x) € F[z], 于 是 在 
F[la, z] = FlaJ[lz] 中 ,g(x)h(a)— g(a)h(z) = fla, zx)p(z), p(x) € F[z], 
所 以 (4) 式 右边 是 一 个 zx 的 本 原 多 项 式 , 当 然 左边 也 是 zx 的 本 原 多 项 式 . 另 一 方 
面 ,(4) 式 左边 关于 x, a 对 称 ( 差 一 个 负 号 ) ,因此 它 也 是 一 个 关于 a 的 本 原 多 项 
式 ,这 样 ,(4) 式 右边 是 a 的 本 原 多 项 式 , 因 此 有 pla, z) E 下 , 即 p(a， z) 是 一 个 
下 上 的 常数 多 项 式 . 这 说 明 fla, 中 人 的 次 数 应 该 等 于 x 的 次 数 ， 即 mm 一 7. 

证 毕 . 


司 是 


1. 设 E 是 F 的 超越 扩张 ,C 是 E 的 有 限 子 集 , 若 对 E 中 任 一 元 y, ly U C 在 F 上 代数 
相关 ,求证 :C 包含 了 E/F 的 一 组 超越 基 . 

2. 设 E 是 下 的 扩 域 , 1a, ao,… ,ar 是 中 元 素 ,它们 在 上 代数 无 关 , 证 明 : 若 
8EFoya,，…o) 且 8 不 是 下 中 的 元 素 , 则 6 是 下 上 的 超越 元 ， 

3. 设 玉 = F(a), a 是 下 上 的 超越 元 ,o 是 EAF 的 自 同 构 , 则 必 存 在 下 中 的 元 素 a，, 5, c， 
ad, ad 关 bc, 使 s(a) = (aa 十 b)/(ca 十 d). 反之 ,对 任意 的 下 中 元 素 4a，5, c,d,ad 天 名 ,都 
可 由 上 式 决定 一 个 E/F 的 自 同 构 . 

4. 设 互 = F(a), a 是 FF 上 的 超越 元 , 试 求 Gal E/F、 
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自由 如 


设 X= {zi|i€ 了 是 一 个 集合 ( 称 为 字母 表 ). 另 有 一 个 和 X 一 一 对 应 的 集 
合 X = |zx7! | iE 了. 定义 集合 XU XX' 上 的 一 个 字 为 由 该 集合 中 元 素 的 一 
个 有 限 序列 ,例如 x 池 …x% ,其 中 6; = 土 1. 定义 字 长 为 元 素 的 个 数 ,定义 空 字 
为 e 或 1. 一 个 字 称 为 是 简化 的 若 在 这 个 字 中 任意 两 个 相 邻 的 元 素 都 没有 

,&€ 一 士 1 的 形状 . 

记 XU X! 上 全 体 字 的 集合 为 W. 在 W 上 定义 一 个 等 价 关系 : 称 字 ww 和 vw 
等 价 ( 记 为 u~v) 若 通过 添加 或 去 掉 有 限 多 个 形 如 xizx7*, 。 一 士 上 的 元 素 可 由 
得 到 vw. 不 难 验证 这 确实 是 一 个 等 价 关系 . 字 的 等 价 类 记 为 [ul. 定义 p 为 W 上 
的 映射 :po 将 字 w 映 为 它 的 简化 字 . 这 可 以 经 过 有 限 次 从 右 到 左 消去 相 邻 形 如 
zz ,€ 一 土 1 的 元 素 得 到 . 容易 验证 p 有 如 下 性 质 : 

(1) plu) ~ u; 

(2) 若是 简化 字 , 则 p(w) = xi 

(3) p(uv) = pl(up(v)); 

(4) p(xizxiu) = plu); 

(5) p(uziziv) = pluv); 

(6) p(wuv) = pl(p(u)ol(v)). 

假定 u,v 都 是 简化 字 且 a~v, 则 根据 等 价 的 定义 ,存在 一 个 有 限 序列 = 
WU, U2, Un = VU, 相 邻 的 两 个 元 素 只 相差 一 个 形 如 ez “的 字 . 因此 po(u) 一 
p(wini). 故 p(u) = plv), 而 u,v 是 简化 字 , p(w) = 二, pl(v) 二 v, 故 u 二 v. 这 表 
明 每 个 字 的 等 价 类 中 ,只 有 一 个 简化 字 . 

定理 I-1 设 F(X) 为 集合 XUX' 上 字 的 等 价 类 集 ,定义 F(X) 上 的 乘法 为 

[aq[o] = [Luw], 
则 F(X) 在 此 乘法 下 成 为 一 群 , 称 为 定义 在 集合 X 上 的 自由 群 . 
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证 明 若 妇 一 uv， wmv, 则 

poloam) 一 pp(w)po(w)) = plp(u)p(v)) = pluw). 

所 以 [uj[w] = [wjLwv], 乘法 的 定义 合理 .假定 x, v, w 是 3 个 字 , 因 为 

plpluv)p(w)) = p(ww)iu) = p(wvw) = plu(vw)) = plplw)plvw)), 
所 以 乘法 满足 结合 律 . 显然 [e] 是 单位 元 . 最 后 车 wx 二 光 x…zx, 令 ， 
了 一 mei 则 [vj] 二 [uj 这 就 证 明了 F(X) 是 一 个 群 .证 毕 . 

由 一 个 元 生成 的 自由 群 就 是 无 限 循环 群 ,两 个 和 两 个 以 上 元 素 生 成 的 自由 
群 都 是 非 交换 群 , 在 自由 群 中 ,除了 元 素 [e] 以 外 ,所 有 的 元 素 的 周期 都 是 无 限 
的 . 事实 上 , 若 x = zt zy…zx# 是 一 个 简化 字 ,假定 [x] 的 阶 为 m, 则 [uj” = [ej. 
将 [uj]” 写 出 来 ,将 有 x = zm, zt 二 zz* ，… 由 于 [uj] 关 [ej, 因此 导致 
矛盾 . | | 

定理 I -2 设 F(X) 是 集合 X 上 的 自由 群 ，G 是 一 个 群 , 若 了 是 集合 X 到 
群 G 的 映射 , 则 存在 唯一 的 从 群 下 (X) 到 G 的 同 态 ,使 图 1 可 交换 ,其 中 
ij(zi) = [zi 是 三 到 下 (X) 的 供 入 上 映射. | 


Xi FCX) 


1 
证 明 设 4 二 光 z…zx? 是 简化 字 , 定 义 
z pu]) = fm) fl) fz)" 
车 = 六 地 … 谨 (8 = 土 1) 也 是 简化 字 , 则 pg([v]) = 
fy fy) f(ym)*. 如 果 汉 过 yxm; 则 
op([z] [oj) = yp([uwv]) = gp([xt x ry ) 
= fa) flr) fr) fn fy fs) 
= pg([u])p([v]). 
如 果 训 二 y, 则 f(z 二 fy), 故 f(z)"f(y1)n 二 1 这 时 , 若 zini 天 
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yz ， 则 
pl([uj[v]) = p(wuwv]) = f(r) f(x) ya) ee f(ym) 

= f(x)u zi)s- f(r) f(y) Fy) fh yn) 

= pg([uj)p([v]). 
同 理 , 当 zx 二 2 一 1，…， 上) Xx 天 oo 时 , 仍 有 p([u]j[v]) = 
gp([u])p([v]), 即 g 是 群 同 态 .显然 gj (x) = pgp([x]) = f(z)， 即 图 交换 . 又 因 
为 [X] 生 成 F( 久 ) , 故 唯一 性 成 立 . 证 毕 . 

推论 ”任意 一 群 G 都 是 某 个 自由 群 的 同 态 像 . 

证 明 设 S= 1s|iE€ 了 是 群 G 的 生成 元 集合 , 令 铸 = {zx:|1iE€ 了 是 和 
S 一 一 对 应 的 集合 . 作 集合 X 上 的 自由 群 F(X). 令 f(xi) = s;, 则 存在 定理 中 
的 群 同 态 p. 因为 S 生成 G, 故 9 是 满 同 态 . 证 毕 . 

在 上 述 推论 中 , 令 昌 = Kerp, 设 M 是 FF(X) 的 子 集 且 M 生成 的 正规 子 群 
恰 为 互 .显然 M 中 元 素 在 g 下 都 是 G 的 恒 等 元 . 假定 简化 字 w 一 x? x …z， 
[u] € M. 等 式 zi zx …zx9 二 1 称 为 一 个 定义 关系 . 对 集合 M 中 的 每 个 元 素 均 
可 得 到 一 个 定义 关系 .所 有 这 些 定义 关系 组 成 了 群 G 的 定义 关系 ,显然 群 G 被 
集合 X 以 及 上 述 定义 关系 唯一 确定 . 需要 注意 的 是 对 一 个 群 而 言 ,生成 集 X 以 
及 定义 关系 一 般 并 不 唯一 . 根据 生成 集 和 定义 关系 来 判定 两 个 群 是 否 同 构 一 般 
来 说 不 是 一 件 容易 的 事 . 


附录 
代数 阁 域 


我 们 在 这 里 先 证 明 第 四 章 的 定理 2-6 ,这 个 证 明 方法 属于 E. Artin. 

定理 开 -1 设 下 是 域 , 则 存在 代数 闭 域 E 包 含 F. 

证 明 我们 首先 要 构造 下 的 一 个 代数 扩张 ,使 上 的 每 个 次 数 大 于 零 
的 多 项 式 在 F, 中 都 至 少 有 一 个 根 . 对 每 个 F 上 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x), 令 
z, 是 与 之 对 应 的 未 定 元 . 令 所 有 这 些 未 定 元 的 集合 为 X, 又 设 尺 是 眉 上 变 元 取 
自 X 中 的 多 项 式 环 , 即 每 个 RR 中 元 素 都 是 形 如 g (za ，z;, ，…; zi,) 的 多 项 式 
(zx € X). 令 I 是 R 中 所 有 形 各。 (z。 ) 的 多 项 式 生成 的 理想 ， 现 要 证 明 1 关 RR. 
车 否 , 则 存在 f(z )(i 一 1, 2, …， mm) 以 及 g。E RR, 成 立 等 式 


fax)gs tfa(za)g t+ fa (ra), =1. 


由 Kronecker 定理 知道 ,存在 下 的 一 个 扩 域 F' ,使 每 个 f(x) 在 扩 中 有 根 u。. 
令 z= us ,代入 上 述 方程 式 的 左边 ,我 们 将 得 到 0 = 1 的 矛盾 . 这 就 证 明了 7 
是 RR 的 真理 想 ,于 是 由 Zofn 引 理 知道 ，I 必 包 含 在 某 个 极 大 理想 J 之 中 . 作 域 
Fi = R/J, 则 Fi 是 下 的 扩 域 且 每 个 玉 上 的 多 项 式 f,(x) 在 Fi 中 有 根 zx, 十 本. 
对 局 重复 上 述 过 程 ,可 以 得 到 扩 域 Fi ,使 Fi 上 的 每 个 非常 数 多 项 式 在 F, 中 至 
少 有 一 个 根 .不断 重复 做 下 去 ,我 们 得 到 一 个 链 : 

FCFCF,C 


令 王 =U 忆 , 设 Az) 是 已 上 任意 一 个 多 项 式 , h(x) 二 co 十 ox 十 … 十 cx"， 
ci € E =U F;, 则 存在 某 个 充分 大 的 7, 使 所 有 c; € Fj. 于 是 h(x) 可 以 看 成 是 
F; 上 的 多 项 式 , 它 在 Fj 中 有 根 ,当然 也 就 是 在 EE 中 有 根 . 这 就 证 明了 EF 是 一 
个 代数 闭 域 . 证 毕 . 

接 下 来 我 们 证 明代 数 闭 包 的 唯一 性 . 

定理 -2 设 ,EE 是 域 下 的 代数 闭 包 , 则 存在 从 El 到 已 的 同 构 9, 使 
2(a) 二 a 对 一 切 a € 下 成 立 . 

证 明 令 S 是 域 FF 上 全 体 首 一 多 项 式 组 成 的 集合 , 则 E,, E, 都 可 以 看 成 
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是 下 关于 S 的 分 裂 域 , 即 S 中 每 个 多 项 式 在 EF;(i 一 1, 2) 上 都 分 裂 且 正 ; 是 包含 
这 些 多 项 式 根 的 最 小 子 域 . 对 每 一 个 多 项 式 f(z) € F[z], 存在 从 f(z) 的 分 列 
域 让 CE 到 Es 的 单 同 态 . 设 {F。) 为 EAF 的 中 间 域 集合 且 存 在 从 FF 到 Es 的 
单 同 态 为 qu. 令 3= 1( 玉 ,gp)), 则 3 非 空 ,车 Fo 月 go 是 gp 的 扩张 , 则 定 
义 (F。, 9 ) 委 (Fe,， ge), 则 三 成 为 一 个 偏 序 集 ,对 过 中 任 一 链 


(F, 91) < (F,, 2) 魏 …， 


令 F =U Fi, g 为 诸 p; 的 扩张 , 则 严 是 该 链 的 上 界 .于 是 由 Zorn 引 理 , 有 极 
大 元 (E, gp) , 现 要 证 明 E 一 E,. 若 否 , 则 存在 E, 上 元 素 w 不 属于 已 ,其 极 小 多 项 
式 记 为 g(z). 作 g(z) 在 Ei 中 的 分 裂 域 (因为 E 是 代数 闭 域 ,总 可 以 做 到 )E。， 
则 存在 从 E。 到 E, 的 扩张 同 态 yo, 于 是 和 (EE, 9) 的 极 大 性 矛盾 . 这 就 证 明了 
E = E,. 最 后 证 明 g 是 满 同 态 ,因此 是 同 构 . 因为 E, 是 代数 闭 域 ,而 已 和 
p(E ) 同 构 , 故 p(E, ) 也 是 包含 下 的 代数 闭 域 . 而 Es 包含 p(E1) 且 是 下 的 代数 
闭 包 ,所 以 只 可 能 E, = g(E). 证 毕 . 


附录 亚 


§1.6 
1. 一 8， 上 略 . 


§2.1 

1. (1) 不 是 ;(2) 不 是 ;(3) 是 ;(4) 是 ;(5) 不 是 ;(6) 是 ， 2. 用 数学 归纳 法 即 可 证 明 . 
3. 直接 验证 . 4. 直接 验证 .$5. 证 明 : (a6b5) ”=ab, 即 bia!1=ab, 帮 ba = 二 ab. 6. 证 
明 ; (ab)? = abab, 又 (ab)? = 二 a:b ,由 此 可 得 ba = 二 ab，。 7. 证 明 ; 由 (ab 六 一 ab 及 (ab) 叶 1 
一 aspr+l 得 arprr 二 (ab)"! = ab(ab)" = aba"b"', 左 消去 a 右 消去 5, 得 a"b = ba". 同 
理由 (a6) 二 artbmi 及 (ab)m? 二 ambm? 得 arib 二 ba", 于 是 ba™! = a(am6) 一 aban， 
因此 ab = ba. 8. 证 明 ; 将 G 中 元 配对 te, a 1, 因 GG 为 偶数 阶 , 必 有 gg 二 g". 9. 证 明 : 
先 证 明 aia = e. 对 a 设 有 a 使 a‘a =e, 则 aa = a'ae a‘aa'‘a” = a’'(aa’)a’ = a’ea” = a‘a” 
一 e. 再 证 明 w = a, ex 二 (aa’)a 二 a(a‘a)= 二 ae = 二 a。 10. 证 明 : 由 上 题 ,只 须 证 明 a 有 右 
逆 元 , 即 存在 a 使 aa = e. 作 a, a? ,as,…, 由 于 G 是 有 限 群 ,总 存在 r 沁 :使 a = a', 于 是 


aa 一 e€. 


§2.2 

1. 证 明 ; 第 一 个 结论 可 直接 验证 . 对 第 二 个 结论 , 令 xz 属于 H 但 不 属于 K,y 属 于 K 但 
不 属于 日 , 则 zy 不 属于 HUK. 2. H= He= {a:, at, a’,as, el, Ha= {a, a’,a’,a’, 
a 3. 设 是 =U Kb 是 H 关于 K 的 右 伴 集 分解 , G= U Ha; 是 G 关于 日 的 右 伴 集 分 解 ， 
则 G =U Kbia; 是 G 关于 KK 的 右 伴 集 分 解 。 4. 证 明 : 若 HK = KH, 则 (hiki)(hsks) 一 
hkikz'hza!, kikz'hz! €E KH = HK, 故 hkikz'hz' € HK, HK 是 子 群 . 若 HK 是 子 群 , 设 
hE KH, 则 ( 刀 )7' = 所 ikR!' € HK ,kh 属 子 群 HK. 另 一 方面 , 若 bE€ HK, 则 V5! € HK， 
设 信 = 局, 则 5 二 有 hr! E KH ,由 此 即 知 HK = KH. 5. 证 明 : 在 积 集合 有 XK 上 定 
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义 等 价 关 系 :(x, 铺 一 (z,，y) 当 且 仅 当 存 在 ceE HN 个 K 使 z==wua, y= 二 a lv. 商 集 HXK/ 和 ~ 
到 HK 上 的 映射 [(w, v)] 一 w 是 一 个 双 射 。 6. (HN 门 K)a = Ha 人 n Ka,G 关 于 HH 的 伴 集 
和 关于 K 的 伴 集 都 只 有 有 限 个 , 故 关于 五 站 天 的 伴 集 也 只 有 有 限 个 . 7. 由 Lagrange 定理 
即 得 . 8. 证 明 ; (1) 易 证 . (2) 用 (51ab)* = V1atb 可 证 . (3) 若 ab 的 周期 为 4, 则 (ba)" = 
aia(ba)" = a (ab)"a = e, 攻 ba 的 周期 是 a6 周期 的 因子 . 同 理 ab 的 周期 是 ba 周期 的 因 
子 . 9. 证 明 : 设 G= (a), 现 证 明 a* 是 G 生成 元 的 充 要 条 件 是 (8, n) 一 1. 若 (k, 1) =1， 
则 有 s,t 使 bs 十 nt 一 1,a 一 ast 二 (at)’, 故 G= (ac 反之 车 (k,n) 二 m 关 1, 则 
《a*) 二 《a”") 是 G 的 真子 群 。 10. 证 明 ; 先 证 明 若 (m, n) = 1, 则 ab 的 周期 等 于 mn. 事实 
上 , (ab)” 二 e, ab 的 周期 可 整除 mn, 记 为 &. 又 a 二 (ab)”* 二 =e, 故 m 是 nk 的 因子 . 同 理 n 
是 mk 的 因子 ,但 (m, n) = 1, 于 是 上 = mn. 考虑 一 般 情形 ,将 n, m 作 素 因子 分 解 ; m = 
ph pp n= pfipl…pl, 其 中 e: 之 0, fi 之 0. m, 7 的 最 小 公 倍 数 [m, n] = 
pp … pr ,其 中 以 一 maxie;, fi|. 经 过 素 因 子 次 序 的 适当 调换 可 设 ei 之 fi(i=1,…, 7)， 
@ 之 fi(i=l 二 1,…, 了. 令 c=a', d= 二, 其 中 v= fp …pr ,w= pn…ph, 则 c 的 周 
期 为 加 …pii ,d 的 周期 为 p 堪 1… pf. 显然 它们 互 素 且 其 积 等 于 [m, nj. 又 od = dc ,因此 cd 
的 周期 等 于 [m, nj. 11. 证 明 : 用 反 证 法 . 若 | S ITI>1G1, 则 对 任意 的 gEG,1S31g1 . 
二 | S|, 故 STig 门 工 非 空 , 即 存 在 5 ES,tET 使 8g 二 1, g = st, 于 是 G= ST. 
12. 直接 验证 C(S) 是 子 群 ,C(G) 是 G 的 中 心 。 13. 证 明 : 设 a 不 是 HH 中 元 素 , 作 G 关 于 五 
的 n 十 1 个 陪 集 :及 Ha,，Ha? , …, .Ha". 因 为 [G:H] = n, 必 有 重复 者 ,不 妨 设 为 Ha' = 
Hai. 则 显然 有 oo 一 E 如. 14. 证 明 : 设 G 的 陪 集 分 解 为 G = Hgi U Hg: U … U Hg,. 于 
是 K=KNG=(KN Hgi1)U (KN Hg:) UU …U(K 咯 Hg,), 显然 各 个 天 站 Hg 互 不 
相交 且 K 站 Hg; = (K 门 昌 )g;, 因此 若 去 掉 可 能 出 现 的 若干 空 集 后 ,上 式 就 是 关于 
K 门 互 的 一 个 陪 集 分 解 . 结论 自然 成 立 . 


8 2.3 

1. 由 上 节 题 4 得 证 . 2. 道 命题 不 一 定 成 立 . 如 Hamilton 四 元 数 群 , 它 的 子 群 都 是 正规 
子 群 ,但 这 是 一 个 非 交 换 群 , 3. 证 明 :对 G 中 任 一 元 g，gHg-: 仍 是 G 中 阶 为 m 的 子 群 ,由 
假定 gg = 日 , 邑 gH = Hg. 4. 证 明 :因为 和 正规 , 故 zyz 1y = 二 x(yrx'y1)€N. 
同 理 zyz y= (zyzx 1)y E 万 ,于 是 zz E HNN= {el,B ryr ly =e. 
5. 证 明 : 设 N = (a), 对 任意 的 gE G, gag EN, 不妨 设 gag 一 4 对 日 中 任 一 元 a*， 
ga'g 1! 二 (gag"1)* 二 a* 二 (at)*E€ 日 , 故 昌 是 G 的 正规 子 群 6. 证 明 : 设 G/C= (a), 对 
任意 的 gb, cE G, 设 b=a",5=T, 则 5=a"zx,c=a"y, Xx, yE€C. 于 是 bc 一 arzary 一 
a""zy, cb 二 a"ya”x 二 am"xzy. 7. 证 明 ; o( 碟 ) 既 能 整除 LG:N] 又 能 整除 N 的 阶 , 故 等 
于 1, 即 xz EN. 8. 证 明 : 设 TE€N,aE€G, 则 azraT!x ! €[G, Gj. 又 因为 N 是 G 的 正规 
子 群 , ara”E N, arazEN, 即 ara-z 一 e. 9. 证明: 显然 G 是 2n 阶 非 交 换 群 , 现 
求 其 中 心 . 设 cE C, 则 cz = zcy = yc. 反之 若 c 适 合 cz 二 ze, cy 二 yc, 则 cEC. 不妨 
令 c 一 ziyi, 则 ziyirz 二 xiy, 利用 zy 二 yx 得 zy7 一 xiy, 即 y= 二 e. 从 cy 二 x 
得 zy 六 二 yriyi, 从 而 ye = zxiy. 若 i 二 0, 则 yz’ = xiy, 显然 , 当 i= 1 时 zy 二 yz 和 假 
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一 一 一 ~ ~ ”~ 
设 不 符 ,因此 为 奇数 时 不 存在 yi 使 y% = e, 于 是 C= {el. 若 n 为 偶数 , 则 j= mv2,C 包 含 
不 止 一 个 元 素 . ， 10. 证 明 : (1) 对 a, ES 有 ao 一 ep 一 e, 故 (ai 一 e， 即 
ab E S. 又 若 g 是 G 中 任 一 元 , 则 (gag"*)? 一 sazg -一 上 (2) 车 (z)? 一 5 则 (ze) 办 一 。e， 
即 zz” 一。e, 故 ze S. ， 11. 证 明 : 考 虑 囊 在 G 中 的 正规 化 子 N(H), 显 然 N( 甩 ) 真 包含 
HH, 因 此 其 阶 大 于 24. 而 120 = 5 Xx 24, 只 可 能 G= N(H), 即日 是 正规 子 群 . 12. 证 明 : 假 
定 K 是 G 的 指数 有 限 的 子 群 , 设 | G/K |= n. 则 G 中 任 一 元 素 c 适合 c" € K. 而 任 一 复数 
c 二 (路 )"*, 因此 cE K, 即 G= KK. . 


§2.4 

1. (1) 是 , Ker f = {一 1, 11. (2) 不 是 . (3) 是 , Kerg = 0. 2. 直接 验证 ,Ker p 为 旋 
转 阵 全 体 . 3. 作 G 到 正 实数 乘法 群 的 映射 了 f(z) 二 | z|, 再 应 用 同 态 基 本 定理 . 4. 作 
G 到 绝对 值 等 于 1 的 复数 乘法 群 的 映射 ; 5-= eza， 5. 作 G' 到 G 的 映射: | 一 ~“ 十 
bi 6. 证 明 : (1) [G;N]=2, 故 NN 是 G 的 正规 子 群 . (2) 作 G 到 Zi 的 映射 太 ziy’ 一 i， 
” 则 和 是 映 上 的 上 且 Kerj = N， 7. 证 明 : ab 一 (ab)-1= 坟 tq! ,又 ab 一 a-!1b7!, 即 可 得 ab = 
ba.， 8. 利用 对 应 定理 即 得 . 9. 证 明 ; HAH Nn N 一 HN/N, N 含 于 昌之 中 ,NH 是 G 的 
正规 子 群 且 NH 头 N (否则 H= N), 故 NH = G. 而 G/N 为 单 群 ( 上 题 ), 因 此 HNN 是 甘 
的 极 大 正规 子 群 。 10. 证 明 : 若 g(a)a7! 一 g(5)61, 则 g(6)7igla) 一 太 1a, 或 (La) = 
a, 故人 小 a 二 eb 二 a, 因此 a-> g(a)a-! 是 单 映射 . 当 G 是 有 限 群 时 也 是 一 个 满 映 射 . 
11. 证 明 :利用 上 题 结论 ,G 中 任 一 元 g 二 9g(a)a-: ,于 是 p(g) = ag(a): = (g(a)a) 一 
g ,于 是 G 是 Abel 群 ,又 由 gp(g) = 8 ，p(e) = 可知 G 为 奇数 阶 群 . 12. 证 明 : p(zy) = 
(zy)” = zy, 故 p 是 G 的 自 同 态 .又 (m, m) = 1, 故 存 在 wx, po 使 wx 十 四 = 1,G 中 任 一 
元 4a=a™t™ 二 a™ 二 (a*)” = g(a*), 因此 9 是 映 上 的 .但 G 是 有 限 群 ,所 以 9 为 单 映射 . 
13. 证 明 : 若 G 是 Abel 群 , 则 x 一 zx" 是 6G 的 自 同 构 且 由 于 存在 a? 关 e, 这 个 自 同 构 不 同 于 恒 
等 映射 , 故 Aut(G) 的 阶 大 于 1. 如 G 不 是 交换 群 , 令 5 不 是 G 中 心 元 , 则 xz 一 xb 是 G 的 自 
同 构 ,也 有 Aut(G) 的 阶 大 于 1 的 结论 。 14. 证 明 : 若 G 是 非 交 换 群 ,由 上 题 知 Aut(G) 的 阶 
大 于 1, 因 此 G 是 Abel 群 且 由 上 题 知 G 中 每 个 元 x 都 有 zx? 一 。, 于 是 若 G 的 阶 大 于 2,G 必 
不 是 循环 群 . 设 a1, a:，…, a, 是 G 的 极 小 生成 元 组 , 则 G 中 任 一 元 可 唯一 地 写 为 af a … 
ca 的 形状 (e 一 0, 1), 作 G 到 G 的 映射 : oa oa … ay 一 oP … ay ,不 难 验证 这 是 一 个 
自 同 构 , 故 G 的 自 同 构 群 的 阶 大 于 1. 15. 证 明 :类 似 上 题 , 设 a , as ,…, a 是 G 的 极 小 生 
成 元 组 , 因 G 不 是 循环 群 , :之 2, 设 ai 的 周期 为 m, as 的 周期 为 mn, (m, #4) 一 六 若 (m,n) 一 
1, 则 alias 的 周期 等 于 mn, aa € (aias)，ar E (aiaz), 与 上 极 小 矛盾 , 故 ! 天 1. 作 
Pial 一 aai 一 ai(i 之 2), 其 中 = n/l, 则 gp, 是 自 同 构 ( 逆 为 a 一 alai* ,ai 一 ai). 又 
令 s 二 m/l, 作 gy:as 一 afas, a 一 ai(i 关 2), gz 也 是 自 同 构 ,而 pqr 天 儿科 16. 证 明 ; 
(1) 若 zx, y € 1, 则 zy ET 的 充 要 条 件 是 zy = yz. 若 了 中 的 元 素 都 互相 可 交换 , 则 了 是 子 


群 ,但 工 中 元 素 的 个 数 超 过 了 二 , 故 I= G, G 是 Abel 群 . 车 否 , 则 存在 x, yE 1, zy 天 osz 
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的 中 心 化 子 C(z) 的 元 素 个 数 不 超 过 G 的 一 半 , 因 此 了 中 与 x 不 可 交换 的 元 素 个 数 大 于 |G| 
的 1/4, 即 有 了 中 元 素 a1, as，…, a,(t 大 于 |G| 的 1/4), 使 ra ， zas ，…， xa, 都 不 属于 了 ,从 
而 引出 矛盾 ，〈2) 这 时 G 不 是 交换 群 ,I 中 存在 元 素 x, y, xy 头 ,区 区 的 中 心 化 子 C(zx) 
元 素 个 数 不 超 过 G 的 一 半 . 车 C(x) 位 中 元 素 的 个 数 严格 少 于 G 中 元 素 的 一 半 , 则 了 I 中 与 x 
不 可 交换 的 元 素 将 超过 G 的 1/4, 与 (1) 一 样 引出 矛盾 , 故 C(x) 门 工 的 元 素 个 数 恰 和 G 中 元 
数 的 一 半 相 等 .但 C(x) 中 元 数 不 超 过 G 的 一 半 , 故 只 能 等 于 G 的 一 半 , 即 [G:C(x)] = 2. 又 
有 C(xz) 属 于 了 ,于 是 若 y, x € 了 则 由 于 yz € C(x), yz E171, 故 yw 二 zy, 即 C(z) 是 G 的 
Abel 子 群 ， 


§2.5 

1. 证 明 :车 e 关 a € G, 则 G= (a). 因为 无 限 循环 群 有 非 平凡 子 群 ,G 不 可 能 是 无 限 群 ， 
由 定理 5-2 可 知 G 为 素数 阶 群 。 2. 证 明 : 设 G 可 由 有 理 数 gi/p, …, gs/p 生成 (经 通 分 后 
不 妨 设 这 些 有 理 数 的 分 母 都 相同 ) , 令 d 是 诸 分 子 的 最 大 公约 数 , 则 dp 是 G 的 生成 元 . 
3. 证 明 : 车 G 是 p" 阶 循环 群 , 则 同 阶 的 子 群 必 相等 , 故 可 设 日 , K 是 p', pr 阶 子 群 且 h 之 &， 
于 是 K 有 一 个 p* 阶 子 群 它 必定 为 瑟 , 故 HH 属于 KK. 反 之 ,G 的 所 有 子 群 排 成 链 : 0 二 Hi 去 
Hs 才 … 之 Hs 攻 G, 设 H 为 p' 阶 群 , 若 g 不 属于 H,, 作 8g 生成 的 子 群 (g), 则 (g) 属 于 HH。 
或 (g) = G. 但 前 者 因 g 不 属于 有 H, , 故 不 可 能 . 4. 类 似 引 理 5-1. 5. 证 明 : 必要 性 显然 . 
设 G=2。, 昌 = 2,, 且 mw= wr, 作 ZZ 的 恒 等 映 射 将 m2Z 映 入 zZ ,从 而 导出 G 到 五 的 映 
上 同 态 . 6. 只 须 证 明 核 为 零 . 7. 直接 验证 . 8. 证明: 循环 群 的 自 同 构 完全 由 它 在 生成 
元 上 的 作用 决定 , 作 o> ol(1) 即 可 得 到 所 求 结论 . 9. 证 明 : 设 是 群 同 态 : Z2, 一 Z 且 
cftl) 一 m, 则 cc(0) =c(7) = nm, 于 是 nm 二 0,m 二 0, 即 go 二 0， 10. 证 明 : 存 在 性 显然 ， 


H = ( 方 ). 现 假定 日 二 《 丘 ) 是 阶 为 = 的 循环 群 ,其 中 p,q 为 互 素 的 自然 数 且 4 < p. 于 是 
整除 wg. 因为 9， 性 互 素 , 故 户 整除 w. 若 户 < mw, 则 (人 4》 最 多 只 有 个 元 素 , 和 有 的 阶 为 


矛盾 ,因此 p = n. 而 这 时 只 能 = (十 》. 


§2.6 

1. (1) (1, 2, 3, 4, 5)(8, 9); (2) (1, 6, 2, 5)(3, 4) 2. (1) (1, 2, 3, 6,7,8, 9,5, 
4); (2) (2, 1, 3), 3. 9: = (1,3,5,2,4), a = (1,4,2,5,3), a = (1,5,4,3,2). 
4. a 二 (2, 3,5)(4, 6) (答案 不 唯一 ). 5. a:in 一 jmn(m 二 1,…, 有 )， 6. 周期 为 ri 的 最 
小 公 倍 数 ， 7. (1) 奇 ; (2) 奇 ; (3) 偶 . 8. 证 明 : S, 中 任 一 阶 元 都 有 (i i ，…, i ) 的 
形状 ， 9. 设 a 属 于 S, 的 中 心 , 若 a 关 (1), 则 存在 两 个 不 同 的 元 i, j 使 ia 二 j, 因为 nn 之 3， 
令 k 关 i,j 且 B= (j, 上 &), 则 ap 尖 Ba, 与 a 是 中 心 元 矛盾 . 10. 证 明 : 当 nn 汪 >2 时 , 令 a= 
(1, 2), 8 二 (1, 2, 3), 则 apa pi! 二 (1, 2, 3), 故 (1,2,3) €E [S,, 5,]. 但 任 一 .3 循环 均 
可 表示 为 c (1, 2, 3)o 的 形式 .又 [S.，S.] 正 规 , 故 A, 属于 [S, ，S, ]. 另 一 方面 ,显然 任 一 换 
位 子 都 是 偶 置 换 . 11. :证明 : 设 互 是 A, 的 正规 子 群 , 若 a € 日 , 则 wz € 日 且 形 如 oa-!wo， 
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oozc 的 元 都 属于 HH. 著 | 日 |= 6, 则 HH 至 少 含 一 个 3 循环 ,不 妨 设 为 (1, 2; 3), 则 五 含 (1， 
3, 2), 进 一 步 计 算 表明 互 含 所 有 的 3 循环 , 故 日 = A,.. 12. 证 明 : 五 至 少 含 一 个 奇 置换 ， 
奇 置 换 和 偶 置 换 的 积 为 奇 冒 换 , 奇 奇 之 积 为 偶 , 由 此 即 知 奇偶 相等 ; 13. 证 明 : 若 五 是 3 
的 正规 子 群 , 则 五 人 4, 是 人 4. 的 正规 子 群 , 故 互 阅 人 4. = {el 或 HM A, 二 A. 若 囊 关 S。， 
由 有 站; 二 A, 知 日 =A. 又 从 电站 A; 二 1e} 得 日 = {ej. 14. 直接 验证 . 15. 证明: 
由 Cayley 定理 ,G 同 构 于 Sz 的 一 个 子 群 是 , 且 五 可 看 成 为 G 上 的 右 乘 变换 全 体 . 由 8$ 2.1 中 
的 习题 8 可 知 .五 中 必 有 2 阶 元 a, a 可 写成 为 若干 个 不 相交 的 对 换 之 积 . 又 因为 右 乘 变换 无 
不 动 点 , 故 a 可 写成 k 个 对 换 之 积 , 即 是 奇 置换 . 互 中 偶 置 换 全 体 正 好 构成 五 的 一 个 & 阶 
正规 子 群 . 


§2,.7 . 。 | 1 
1 证 明 :7 的 共 思 q 元 形 如 (, iz,，…, 启 ), 共 有 (n 一 1)! 个 , 它 的 共 思 类 应 有 [S,:C(Y)] 
个 ,由 此 可 得 C(Y) 中 及 个 元 素 ; 即 C(y) = 《7)， 2. 证 明 : 作 群 的 堪 伴 集 集 GY 卫 ， 
| GAH |== n, G/H 上 的 置换 全 体 就 是 对 称 群 S,. 帮 G-> S, 的 映射 p:p(g) 将 zx 日 映 为 gxH; 
则 p 是 群 同 态 : 令 天 是 gp 的 核 , 则 K 是 G 的 正规 子 群 且 GG/K 同 构 于 Tm p 委 S,, 因此 [GiK] 
是 n! 的 因子 . ，3. 参见 例 8 中 (6) 式 的 证 明 .` 4. 证 明 :(1)G = CU (U C,)(y€ G, 并 为 
无 交 并 ),C, 是 y 所 在 的 共 轿 类 , 则 N= 二 NNG= (CN N)U(UG NN), 故 |N|= 
ICnNI+2I1c nNI. 若 ye N, 则 C, 属于 N ,否则 C, nN 为 空 集 .但 |C, |= [G; 
C(y)], 因此 |C, | 是 p 的 智 且 不 等 于 1, 于 是 在 等 式 |N |=|CN NI+ 1G,nN Nl 中 左 
边 是 p 的 告 , |'C, 站 N | 或 为 零 或 为 p 的 非 零 客 , 故 | CN Ni 关 1. (2) 对 nn 用 归纳 法 . 设 
HH 包含 C, 作 GLC, 则 存在 不 在 吾 中 的 元 元 ,使 zHz' = 百 . 显然 x 不 属于 HH. 这 时 C 属于 
zHzx-! ,由 对 应 定理 有 zHz- = H. 若 日 不 包含 C, 则 结论 显然 。 (3) 由 (2), p”! 阶 群 HH 
的 正规 化 子 N( 昌 ) 包 含 五 但 不 等 于 瑟 , 故 N(B) 等 于 G,， 5. 证 明 :显然 1G| 不 能 整除 p!, 由 
第 2 题 可 知 有 含有 G 的 一 个 正规 子 群居 |ej. 由 [G:K] 整 除 p! 但 尹 是 1G1 的 最 小 素 因子 
得 及 = K. 6. 证 明 : 由 例 6 可 以 知道 五 的 共 配 子 群 有 [G:NCHE)] 个 , 吾 属 于 N(H) ,因此 车 
任 两 个 共 轿 子 群 不 相交 ,共有 元 不 超过 [G: N(H)] | H |<<1G | 个 . 但 事实 上 e 属于 每 个 共 辆 
子 群 ,因此 G 中 必 有 元 不 属于 每 个 共 轿 子 群 。 7. 由 习题 2 即 得 . 8. 证 明 : 若 a, 5 只 有 有 
限 个 共 纯 元 , 则 gobg-: = gag-!gbg“!' 也 只 有 有 限 多 个 ,ga-!g-! 也 只 有 有 限 个 . 9. 证 明 : 若 
5 与 a 共 轿 , 则 b= gag !' 二 (gag a1)a€ [G; Ga 10. 证 明 : 对 个 元 素 中 任 两 个 i, j， 
(1, i, jj) 将 i 一 j.， 11. 证 明 :假定 G 可 迁 , Stab 1 = G, ,车 记 S 为 n 个 文字 集 , 则 | S|= 
[G:G1]( 这 时 只 有 一 个 轨道 ), 即 n= [G:G]. 反之 从 n= [G:Gi] 知 S=G.1, 即 只 有 一 个 
轨道 ， 12. 由 题 11 即 得 . 13. 证 明 : 考 虑 G 对 其 子 群 集合 的 共 撤 作用 , 有 H 所 在 的 轨道 即 为 
HH 的 所 有 共 轿 子 群 . 这 个 轨道 共有 [G:N( 五 )] 个 元 素 , 即 瑟 的 共 连 子 群 有 [G:N(H)] 个 ， 
其 中 N(B) 是 互 在 G 中 的 正规 化 子 . 注意 每 个 互 的 共 罗 子 群 和 互 含有 相同 个 数 的 元 素 , 因 
此 若 G=U gsHg- , 则 1GI 委 [G:NCH)]( HI|~1)+1= [G:N(H)] | H |~[G:N(H)] 
十 1. 若 互 是 G 的 正规 子 群 ,结论 已 成 立 , 若 妃 不 是 正规 子 群 , 则 [G:N(BHE)] > 1, 因此 [G: 
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N(H)] | HI-[G:N(H)I+1<[G:N(H)]1THI<TG:HI| HI=|1G|. 这 将 导致 1G1|< 
1 G1|, 子 盾 . 14. 证 明 : 若 GG 的 阶 为 n, 则 G 的 恒 等 元 e 组 成 一 个 共 轿 类 ,因此 另外 n 一 1 个 
元 素 组 成 男 一 个 共 轿 类 . 这 个 共 轿 类 含有 [G:C(y)] 个 元 素 ,而 [G:C(y}] || G1. 这 将 导致 
[G:C(y)] 1GI 一 1, 只 可 能 1G1=2, [G:C(y)] =1. 15. 证 明 : 设 是 是 G 的 指数 为 3 的 
子 群 ,由 习题 2 ,存在 G 的 含 于 日 中 的 正规 子 群 K ,使 G/K 同 构 于 Ss 的 子 群 . 若 G/K 名 5;， 
因为 S 有 一 个 指数 为 2 的 子 群 ,由 对 应 定理 , G 也 应 该 有 一 个 指数 为 2 的 子 群 ,与 已 知 矛 
盾 . 又 若 G/K: 同 构 于 Ss 的 .2 阶 子 群 , 则 [G:;K] 2, 了 又 将 出 现 予 盾 . 故 G/K 只 可 能 同 构 于 S; 
的 一 个 3 阶 子 群 ,于 是 K 在 G 中 指数 等 于 3, K = 电 , 所 以 理 是 G 的 正规 子 群 . 


§2.8 . 

1. S, 有 3 个 8 阶 子 群 ,4 个 3 阶 子 群 。 2. 可 证 明 7-Sylow 子 群 只 有 一 个 , 故 必 正规 . 
3. 可 证 明 37-Sylow 子 群 只 有 一 个 , 故 必 正 规 . .4. 由 例 4 或 直接 验证 . 5. 利用 82.2 中 的 
习题 10. 6. 证 明 : 著 户 >9, 则 办 Sylow 子 群 有 1 十 好 个 且 1 十 她 | 9, 只 可 能 上 一 0, 故 
p-Sylow 子 群 正规 . 若 p 过 gq, 9-Sylow 子 群 有 1 十 如 个 且 1 二 hyp. 但 p< 之 q, 故 1 十 娩 关 
zp, 因此 只 可 能 1 个 或 疡 个. 若 有 户 个 , 则 gqg| pp: 一 1, 即 g|(p 十 1)(p 一 1). 由 于 9 不 能 整 
除 p 一 1, 故 gq| pp 十 1. 但 p, 4 是 奇 素数 ,不 可 能 ,于 是 g-Sylow 子 群 也 只 有 一 个 ( 注 : 奇 素数 的 
条 件 可 改 为 素数 ,只 须 再 讨论 一 下 p = 二 2, g 二 3 的 情形 )。 7. 可 证 明 5-Sylow 子 群 只 有 一 
个 . 8. 证 明 : 231 = 11X3X7, 可 证 明 11-Sylow 子 群 只 有 一 个 , 设 为 A, 7-Sylow 子 群 也 只 
有 一 个 , 设 为 B. A, B 均 为 正规 子 群 且 自 身 为 Abel 群 , 故 AB 是 G 的 交换 子 群 . 设 C 是 G 的 
3-Sylow 子 群 , 则 1 AC |= 33. 而 AC 是 G 的 子 群 ,再 用 Sylow 定理 于 AC 可 知 C 是 AC 的 正 
规 子 群 , 故 AC 也 是 交换 群 . 这 样 A 中 元 和 B 中 元 、C 中 元 都 可 交换 ,A 必 属 于 G 的 中 心 : 
9. 证 明 : 设 GG 的 3-Sylow 子 群 为 及, 则 [G:H] 二 4. 由 §2.7 中 的 习题 2 可 知 G 有 一 个 正规 
子 群 K 且 [G:K]|41, 故 K 关 {fel}. 10. 证 明 : 先 证 明 15 阶 群 是 循环 群 .事实 上 15 阶 群 只 有 
一 个 5 阶 子 群 和 一 个 3 阶 子 群 ,因此 这 两 个 群 都 是 正规 子 群 且 交 为 {e} ,由 此 即 可 证 明 15 阶 群 
为 交换 群 从 而 必 是 循环 群 . 设 G 是 30 阶 群 , 若 G 有 10 个 3-Sylow 子 群 , 则 只 能 有 一 个 5-Sylow 
子 群 , 记 为 B, 则 B 是 G 的 正规 子 群 . 设 A 是 G 的 某 个 3-Sylew 子 群 , 则 AB 是 G 的 15 阶 子 群 ， 
故 为 循环 群 . AB 中 只 有 一 个 3-Sylow 子 群 , 故 还 有 '9 个 在 AB 外 ,这 是 不 可 能 的 . 另外 ,G 有 6 
个 5-Sylow 子 群 的 情况 也 可 类 似 排除 . .11. 证 明 : G 的 阶 为 2 .3*,G 有 1 十 3k 个 3-Sylow 
子 群 ,又 1 十 3k|8,k 二 606 或 k= 二 1. 车 G 有 一 个 3-Sylow 子 群 , 则 必 正 规 . 若 G 有 4 个 
3-Sylow 子 群 , 记 N 是 某 个 3-Sylow 子 群 的 正规 化 子 , 则 [G:N].= 4. 由 $2.7 中 的 习题 2 可 
知 G 必 有 一 个 正规 子 群 . 12. 证 明 : 易 证 77 阶 群 是 交换 群 从 而 是 循环 群 , 必 有 一 个 元 的 周 
期 为 77. 若 G 是 非 交 换 群 且 GZC 为 77 阶 群 , 则 由 $2.3 中 的 习题 6 知道 这 是 不 可 能 的 . 
13; 证 明 : 若 是 包含 N, 开 是 G 的 子 群 , 令 zE N(H), 则 了 P 卫 及 x !Pz 都 是 G 的 pSylow 子 
群 且 属于 瓦 ,于 是 存在 ye 日 使 P = yx !Pry, 这 表明 xy &€ N, 故 xE€ H. 14. 证 明 : 
日 们 PP 显然 含 于 HN N(P) 内 .又 ( 理 站 NN(P))P 是 G 的 子 群 ,但 P 是 G 的 pSylow 子 群 ， 
夏 (HNN N(P))P ==.P, 于 是 1ej 一 (HNN(P))P/P HN NC(P)YHNP,BWRm HN 
N(P)= HNP. - 
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8 2.9 开 “、 1 

1. 只 需 证 明 映 射 (a, 8) 一 (46， a) 是 同 构 即 可 . 2. 内需 证 明 映 射 (( 和 ,gz), g3) 一 
(ty,， gz, 3) 是 同 构 项 可 . 3, 用 $2.4 第 二 同 构 定理 ， 4. 例如 : G = Zi 四 不 ,Di 一 
《(1, 0)), Gz 二 《(0;1)), Gs 一 《(1, 1))， .5. 证 明 : G-> Hi XH X… XHH, 的 贞 射 :g 一 
(gNi ,8N, ,…，gN,), 容易 证 衣 它 是 单 同 态 ， 6. 类 似 例 3 并 注意 到 pr? 阶 群 是 Abel 群 . 
7. Aut(G) 的 阶 为 (p? 一 1)(p? 一 上 )， 8.: 只 需 证 明 :N; 站 Ni…NiiNa…N, = {e}, 由 
§2:2 中 的 习题 5 即 得 ，. 9. 证明: 只 需 证 明 表 示 唯 一 . 设 & = grge*…igs 二 :hhs…h,，gi， 
h: EN 则 gihii = ga ga! BT 太一 ES giti hay € Ns MN Ni Na Ne 
二 |el, 从 而 g。 = h. 消去 g。, hh 再 用 同样 方法 即 得 。 10. 类 似 例 3 并 用 习题 9， 11. 易 
证 12. 例如 :S; 有 一 个 3 阶 正规 子 群 ,一 个 2 阶 子 群 且 两 者 之 交 为 {fe} ,但 Ss 不 是 它们 的 
直 积 : 13. 证明: 车 Z. :表示 为 互 与 天 的 直 积 , 则 其 中 一 个 子 群 为 2 阶 , 另 一 个 为 4 阶 .4 阶 
群 或 为 Z, 或 为 2 四 天. 著 为 前 者 , 则 Zs 可 分 解 为 3 个 .Zs 的 直 和 ,每 个 元 的 周期 不 超过 2， 
此 与 Z; 有 8 阶 元 矛盾 . 部 为 后 者 : ?Zt: 元 的 周期 最 多 为 4; 也 引出 巴 盾 ; 14. 类 似 有 限 个 群 直 
积 的 证 明 . .. 、 I 


3..10 2 i ， 

1, 有 2 个 1 各国 及 图 加 各 加 四 2 2 图 加 和 Zi 2. 有 6 个 :2 由 2 四 2 四 
Do WAR AOVAOV A AOVAOVAOVAIAPAOVAOVAEAOPLACOVACY YA 
DBZ; ZBDZ DZ LZ BI; BBB BZ RZ BZ; LDZ 1 3: 这 时 
G 为 Abel 群 , 故 必 为 循环 群 。 4. 用 定理 ,10-4 只 有 一 个 同 构 类 ; 故 必 为 循环 群 。 5. 注意 c 
的 周期 为 8， d 为 4, 不 难 证 明 (di n (ec) = {el:，6. 证 明 ; 显 然 这 结论 对 p 群 为 真 ,用 引 理 
10-2 即 得 . 7.: 易 证 ， .8. 注意 到 若是 小 于 24 且 与 24 互 案 的 自然 数 , 则 妃 被 24 除 后 余 
数 为 1。 9. Aut(Z1) Zi BB Zi.. 10. 直接 验证 .， 


§2.11 

” 1. 证 明 : 若 Abel 群 G 有 合成 列 ， 则 其 商 因子 都 是 单 Abel 群 ， 即 素数 阶 循环 群 ; 因此 G 是 
有 限 群 ,有 反之 显然 ， 2. 显然 : 3.. 注意 Hamilton 四 元 数 群 的 任 一 子 群 都 是 正规 的 ; 故 不 难 
求 出 有 3 个 合成 列 ， 4. 只 有 一 个 合成 列 . 5. 注意 S; ，S, 的 中 心 为 {fe}. ”6.D。 有 正规 群 
列 fej < ie， y,…,y"'}4D,. 7: 证 明 : 设 互 是 寡 零 群 G 的 子 群 , 则 HN CG 含 于 Ci(H). 
又 不 难 验证 日 门 C: 含 于 Cs(H),…, 晶 = 寺 丫 G 二 HN Cn 含 于 Cn(H), 由 此 可 知 理 是 只 
零 群 .又 若 7 是 G 到 G/ 开 的 自 然则 态 , 则 将 Ci 映 入 C1(G/H) ,类似 可 证 明 X(C,) 属 于 C” 
(G/H)， 8. S, :A 是 S; 的 正规 子 群 且 短 零 , 又 S;/As 也 响 零 ,但 出 题 3 知道 S, 不 是 大 等 
群 。 9. 只 需 证 明 直 积 的 ”次 中 心 等 于 产 次 中 心 的 直 积 即 可 . 16. 证明 :只 需 证 明 G 的 疡 
Sylow 子 群 或 g-Sylow 子 群 中 至 少 有 一 个 是 正规 子 群 即 可 ; 因为 这 时 可 得 一 正规 群 列 其 商 因 
子 为 素数 阶 或 素数 平方 阶 群 ,它们 都 是 交换 群 . 可 分 两 种 情况 . 若 p > 4,': 由 Sylow 定理 可 知 
只 有 一 个 p-Sylow 子 群 ,因此 必 正 规 .车 :jp 之 g, 这 时 若 有 p? 个 9-Sylow 予 群 , 则 G 中 4g 阶 元 
共有 疡 (gq 一 1) 个 , 剩 下 的 大 个 元 素 正 好 构成 G 的 p-Sylow 子 群 ,这 个 p-Sylow 子 群 必 是 
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正规 子 群 . 


§3.1 

1. 易 证 . 2. 证 明 ; 先 证 明 尺 有 恒 等 元 .对 RR 中 任 一 非 零 元 4 ,由 于 R 有 限 ,总 有 自然 数 
+r 之 1 使 二 a. 令 5=a”, 则 564 = ab 二 a. 车 c 是 R 中 任 一 非 零 元 ,从 ba = oc 消去 a 可 
得 % = bb, 同 理 bc = c. 这 表明 5 是 RR 的 恒 等 元 .再 由 $2.1 中 的 习题 10 可知 R" 是 群 , 故 RR 
， 是 除 环 ，'3. 证 明 : 若 a 关 0, a? =a, 则 a? =a.1, 消 去 a 得 a 二 1 4. (1 一 ba)-! 一 1 十 
6b(1 一 ab)-ia. $5. 证 明 : 充分 性 显然 ,只 证 明 必 要 性 . 设 f(x)g(x) = 0, f(x) 的 零点 不 包含 
某 个 开 区 间 . 若 a € [0, 1], 如 f(a) 关 0, 则 g(a)==0. 如 f(a) 二 0, 则 在 a 的 任意 小 邻 域内 
总 有 点 5 使 (5b) 关 0, 这 时 g(b) = 0, 于 是 可 找到 序列 16.1, 5b, 一 a, g(b,) 一 0 得 g(a) 二 0. 
由 此 知 g(z) = 0。 6. 证 明 : 设 (1) 成 立 . 若 & 是 单位 , 则 只 有 唯一 一 个 道 元 , 它 也 是 zx 的 右 逆 
元 . 若 (2) 成 立 , 设 ua = 二 1, 则 wau 一 wx， ul(au 一 1) 一 0. 因 w 不 是 单位 , ax 天 1,x 是 左 零 因 子 ， 
设 (3) 成 立 , 若 5 关 0, ub 二 0, a 是 w 的 右 道 元 , 则 wla 十 5b) = 1, a 十 6 也 是 w 的 右 逆 元 . 
7. 证 明 ; 设 由, …, us 是 a 的 不 同 的 右 道 元 , 则 十 1 一 wa 也 是 a 的 右 道 元 . 若 如 十 1 一 wa 
二 tw, w 将 是 a 的 左 逆 元 ,从 而 < 是 单位 ,引出 矛盾 .又 若 丰 十 1 一 za 一 三 十 1 一 6a， 则 wa 
二 wa ,两边 右 蒋 wi 得 u; 一 切 ， 矛盾, 故 fa,; 刀 十 1 一 wia,i 二 1,…, 7 是 a 的 nn 十 1 个 右 
道 元 . 8. 解 : 元 € 2 是 单位 的 充 要 条 件 是 (m, n) = 1, 故 该 环 中 单位 元 组 成 的 群 的 阶 为 
p(n), 9p 是 Euler yp- 函数 . 9. 利用 矩阵 知识 即 可 证 得 第 一 个 结论 . 若 尺 是 交换 环 , 结 论 不 一 
定 对 .如 R= 2Z,n == 2, diag{2, 2| 不 是 可 道 元 但 也 不 是 零 因 子 . 160. 11. 易 证 . 12. 解 : 
， 只 要 证 明 a 是 右 道 元 . 设 ob 一 1, 则 au = ax 一 由 一 1. 而 zx 是 可 道 元 , 故 wa = 1, < 是 可 
逆 元 且 ao- = 


§3.2 

1. 一 4. 易 证 . 5. 成 立 . 6. 不 能 . 因为 若 a 十 L==c 十 L, 5b 十 L=d 二 +L, 则 ob 一 cd 不 
一 定 属于 L.。 7. 前 面 的 结论 易 证 , 当 R 无 恒 等 元 时 ,由 |a!，…, a 生成 的 左 理想 为 上 一 
{Dnai 十 2mai | ri ER,n€2Z). 8. 证 明 :只 需 证 明 R 中 任 一 非 零 元 a 有 道 . Re 是 
R 的 左 理想 , 故 Ra = R, 于 是 存在 总 使 如 ==1. 6 关 0, Rb 一 R, 故 有 c 使 必 一 1, 于 是 c= a， 
a 的 道 元 就 是 6。 9. 证 明 : 若 p? |m, 则 m= prq, 轨 关 0, 但 (0)* = 0. 反 过 来 , 设 Zs 中 有 
短 零 元 ,不 难 证 明 存 在 非 零 元 &, (Rk)* 二 0, 于 是 m | 尼 , 若 m 一 py…p;, pi; 是 互 不 相同 的 素 
数 , 则 p; | &? 导致 p; 1k, 从 而 mr |&, 引出 矛盾 , 故 m 必 含 有 某 个 素数 的 平方 的 因子 .。 10. 若 
A 属于 中 心 ,由 EsA = AE。 可 证 明 A 为 对 角 阵 ,再 由 EA = AE;; 可 证 明 A 对 角 线 上 的 元 
素 相 同 . 11. 答 : 有 , 恒 等 元 是 6. 12. 证 明 :假定 aE 1 且 a 是 可 逆 元 . 设 总 = oa , 则 
1 = ab € 1. 对 RR 中 任意 元 素 r,r=1.rE€E1T. 于 是 1= R. 13. 证 明 : 设 R 是 局 部 环 .假定 
a 是 不 可 道 元, J 是 由 所 有 不 可 北 元 素 组 成 的 理想 . 如 果 1 一 a 不 是 可 道 元 , 则 1 一 a € J. 于 是 
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1 一 ca 十 (1 一 a) € J, 这 将 导致 了 一 只 ,矛盾 .反之 , 设 尺 是 满足 条 件 的 环 , J 是 所 有 不 可 道 元 
素 的 集合 ,要 证 明 J 是 一 个 理想 . 设 a,5E€ J, reER. 注意 ar 肯定 不 是 可 道 元 ,因为 若 存 在 
s EE R, 使 ars = 1, 则 将 导致 a 是 可 遂 元 ,矛盾 .于 是 ar € J 再 证 明 a 十 6 不 是 可 道 元 , 故 必 
属于 J 假定 c= a 二 6 可 道 , 则 存在 d € R, 使 ad 十 bd = cd 二 1. 注意 由 前 面 的 证 明 , ad, bd 
都 不 是 可 逆 元 ,但 是 ad = 1 一 bd 将 是 可 逆 元 ,矛盾 .14. 容易 验证 , 略 . 15. 证 明 :(1) 因 
为 了 十 万 = RR, 故 存在 a EI, hE€ 广 , 使 1 = al 十 锯 . 同 理 ,存在 as EE 1, bs €€ J], 使 
1 一 Qs 十 如 .于 是 1 一 (ai 十 抽 )(@z 十 要 ) 一 a 十 Qiy 十 a 本 十 如 如 .显然 aiaz 十 aa 加 十 qz 本 
E€ 1, bb € 1Jz, 所 以 I 十 J1Ji 二 R. (2) 由 (1) 用 归纳 法 可 得 . (3) 先 证 l== 卫 人 站 
I. 显然 I I 三 五 站 了. 另 一 方面 , 若 x E 工作 了 攻 . 假定 1 = a 二 b,a ,bE I, 则 x = 
zr:1 一 Z(4 十 人 一 Za 十 zxza 和 三， 芭 入 王 .于 是 z 和 开门 天 性 nh. 再 利用 
归纳 法 和 (1) 即 可 得 . 16. 证 明 : 设 1 是 R 中 宇 零 元 和 零 的 集合 .车 a, 5 € 1, 则 存在 自然 数 
km, 使 a = 0, b= 0. 于 是 (a 十 5b)"* 一 0, 因此 ac 二 8 E 1. 又 对 任意 的 r€R, (ar)* = 
0, 所 以 arE 工 于 是 1 是 理想 . 17. 证 明 :类 似 上 题 验证 . 四 


3 3.3 , 

1. 易 证 。 2. 证 明 : 作 M,(R) 一 M, (R/T) 的 映射 :A = (as ) -> (as 十 门 ,不 难 验证 
这 是 一 个 映 上 的 环 同 态 且 其 核 为 M,(I). 3. 利用 除 环 无 非 平凡 理想 可 证 明 同 态 核 为 零 
4. 证 明 :(1) 假定 名 =0, 则 如 EN. N 是 由 赛 零 元 组 成 的 理想 , 故 存在 自然 数 ” 使 2” = 0， 
故 c N, 即 5=5. 设 尺 是 实数 域 上 二 阶 和 矩阵 环 , R 是 单 环 ,无 非 平 凡 理 想 . 而 主 对 角 元 都 是 
零 的 非 零 上 三 角 人 矩阵 是 矫 零 元 (2) 设 a € R 是 宪 零 元 , 即 存在 使 a* = 0. 显然 (7FCa)) 
二 f(a*) = 0, 而 S 中 无 寡 零 元 ,因此 f(a) 二 0,a€ Kerf. 5. 证 明 :(1) 设 f 是 有 理 数 域 
Q@ 的 自 同 构 .因为 f(a) = f(1 a) = f(1)f(a), f(1) = 1. 对 自然 数 n, f(n) = 了 (1 十 … 十 
1) =nf(1) = 又 1= f(1) = Fa iD) 一 FOOD 得 人) 一生. 于 是 Fwvm) 一 
n/m,， (2) 用 (1) 的 方法 知道 对 有 理 数 f(n/m) = n/m. 由 极限 即 可 得 到 结论 。 6. 证 明 : 若 
mjn, 作 f:k 十 nZ 一 上 十 m2Z., 若 关 一 kz EE n2Z, 妈 二 十 nt. 因为 mln, 故 ki = kz 十 rms， 
即 护 十 ia2Z = 十 m2Z ,了 是 映射 . 容易 证 明 是 环 同 态 ,显然 f 上 映 上 .反之 , 若 存在 Z, 到 Z。 
的 满 同 态 , 则 f 是 加 法 群 同 态 , 而 商 群 的 阶 可 以 整除 原 群 的 阶 , 即 mln，。 7. 证 明 : 设 了 是 Z， 
到 Zu 的 同 态 且 (1) 一 大 因为 n,m 互 素 , 所 以 存在 整数 s, i 使 ms 十 nt 一 1. 注意 f(7) 一 
f(0) = 0, fm) = f(1 十 … 十 1) = mf(1) = rk = 二 0, 于 是 A(1) = 0, 即 可 推出 f= 0. 
8. 证 明 :假定 f 是 M,(F) 到 M,(F) 的 满 同 态 . 因为 M.(F) 是 单 环 ,而 Ker f 是 MM, (F) 的 理 
想 , 故 Kerf= 二 0, 即 了 是 同 构 .容易 验证 ,这 时 了 也 是 M,(F) 到 MM,(F) 作 为 向 量 空 间 的 同 构 ， 
而 这 是 不 可 能 的 ( 维 数 不 同 )、 9. 证 明 : 先 证 明 民 中 存在 元 素 y!，…, ,使 对 每 个 i，y; 三 
i1(mod I), y; 三 0(mod 了 ) (j 关 骸 .一旦 得 证 , 令 a = aiyi 十 … 十 anyn 即 可 . 先 来 求 yy; 因 
为 十 二 R, 存在 6 € hc; ED, 满足 十 cj 一 1. 令 太 二 ce 二 (1 一 by)…(1 一 6,) 
,因此 x ELN…NI:y 三 1(mod 卫 ), y 三 0(mod1) (j 关 1). 同 理 可 求 得 
其 他 的 y;.。 19: 证 明 : 作 f; RR/LX…XR/E, f(7)= (r+ 了 h,*…， "十 了 ,). 容易 验证 
是 环 同 态 . 由 上 题 知道 f 是 满 同 态 .又 Kerf= |rERirEn 有 …PnD1 由 上 一 节 习 题 ， 
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I 站 … 站 二 二 卫 …1,. 即 得 结论 。 11. 用 上 一 题 的 结论 即 可 证 明 ,， 12. 证 明 :(1) 映射 为 


a —b 
: ， | = (2) 用 交换 性 (复数 域 可 交换 ) 可 作 子 环 工 , 工 由 下 列 形状 的 实 2X2 拢 


一 3 -一 四 
阵 组 成 : WW » (x 中 不 难 验证 这 是 个 子 环 且 A 属于 该 子 环 (x = 0, y = 1). 
_ ， 
、 a —b at+bt — 6bt 1 
~、 这 S 人 同 人 4] , 加 人 2] 寸 3 一 ， 一 -一 一 . Y n 
又 不 难 验证 S 和 工 同 构 , 同 构 映射 为 |: ,| go, | :一 一 .上述 映射 


一 
先 对 1。 和 | 0 | 作出 (注意 后 一 个 矩阵 的 平方 等 于 一 I )， (3) 在 复数 中 ,方程 总 有 解 ， 
由 (2) 即 得 . 


§3.4 . 

1. Kery 二 fr € R | 存在 某 个 s€ S, 使 x = 0], 其余 不 难 验证 . 2. 证 明 : 只 需 证 明 p 
是 同 构 . 因为 Kerg= {rE Rir==0| 二 0, 所 以 9g 是 单 映 射 .又 对 Rs 中 元 素 (r, s), pg(rs ') 
二 (r,s), 9 为 满 同 态 ， 3. 分 式 域 为 {a+bila,bEQI. 4. Rs ZZ. 5, Rs 一 |(0, 1)， 
(I, I), (2, 1)}. 6. 证 明 : 因 为 (m, n) = 1, 存在 整数 s, 1 使 ms 十 nt 二 = 1. 不 妨 设 s 之 0， 
1 过 0. 则 a = 二 b=b.6" 一 baa", 又 a” 一 a "二 a.a", 消去 a "' 即 得 a = 
6b: 7. 证 明 : 令 ff 是 Ri 到 Rs 的 同 构 , 令 p(a/5) = f(a)/f(5). 不 难 验证 p 是 同 构 . 8. 证 
明 :(1) 由 @ 二 e 得 e(e 一 1) = 0, 故 e 一 0 或 e=1. (2) 若 可 以 , 取 了 工 中 非 零 元 a 和 了 中 
非 零 元 5, 则 ab EI I= 0, 将 有 ab = 0, 和 尺 是 整 环 了 蔬 盾 . 9. 证 明 : 先 证 明 尺 有 恒 等 
元 . 设 a 是 R 的 非 零 元 , 则 la, ao ,aa ,…| 只 能 是 有 限 集 , 故 存在 m 过 nn, 使 a” 一 a". 令 e 一 
ar ,显然 ae 二 ea = a. 对 任意 的 元 素 5, aeb 二 ab, a(eb 一 5b) 二 0, 故 eb = 5, 同 理 be = 
6b. 即 e 是 R 的 恒 等 元 .对 非 零 元 c, 必 有 某 个 自然 数 &, 使 二 1, 则 c= 中 .所 以 可 道 . 
注 :读者 今后 会 知道 ,有 限 除 环 一 定 是 域 . 10. 证 明 ; 先 证 明 R 无 零 因子 , 设 4 关 0 且 ac =0， 
则 a(5 十 ca = aba 十 ac = aba = a. 由 唯一 性 ,5 十 c = 二 5, c 二 0. 因此 及 是 无 零 因 子 环 . 令 
e 二 ab, 则 ea = 二 a. 又 aea = aa, 因为 RR 无 零 因 子 , 故 ae = a. 对 任意 的 +r € R, rea 二 ra， 
可 得 re = r+, 同 理 er = r. 这 说 明 e 是 RR 的 恒 等 元 .最 后 若 > 关 0, 则 存在 *, 使 ~sr = ~, 故 
rs= sr 二 1, 二 7r1. 由 此 RR 是 除 环 ， 11. 不 难 验证 . 


§3.5 

1. 在 Z[x] 中 :2.2. (x 一 zx 十 2); 在 Q[x] 中 : 4x? 一 4z 十 8; 在 Zu[xj 中 : (4x 十 2)(z 
十 4). 2. 在 Q[z] 中 :2z? 十 4z 十 5; 在 Zr[z] 中 : (2x 十 1)(z 十 5). 3. (zx 十 1)(zx? 十 2x 十 
2). 4. 证 明 :将 a, b,c 作 不 可 约 分 解 ,利用 素性 条 件 知 a 的 素 因 子 均 可 整除 c.。 5. 证 明 : 
注意 RR 中 单位 为 土 1, 士 V 一 1. 用 范 数 即 可 证 明 . 6. 由 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 子 的 定义 可 
证 . 7. 利用 范 数 即 可 证 明 . 8. 证 明 : 令 N(a 十 5V10) = a? 一 108, 则 Nap) = 
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N(a)N(B). 由 此 知道 是 单位 当 且 仅 当 Na) = 1. 往 意 到 一 9 = (一 3) :3 = (1 十 V10) 
(1 一 V10). 车 a 二 bYV10 是 3 的 真 因子 , 则 Ne 十 bw10) = 土 3, 妈 a? 一 108? 一 士 3，a2 一 108 
土 3. 一 个 整数 的 平方 未 位 数 不 可 能 为 3 或 7, 因 此 3, 一 3 是 不 可 约 元 . 但 3 不 能 整除 1 十 
Yi5 和 1 一 Vi0. 而 3 是 一 9 的 因子 ,所 以 素性 条 件 不 成 立 。 9. 由 素 元 的 定义 可 证 ， 
10. 证 明 : 若 f(x), g(x) € Zfz]，g(z) | f(x), 则 f(x) = g(xz)h(z). 有 两 种 可 能 ,或 
deg g(z) < deg f(x), 或 h(x) 二 a€ Z. 因为 f(x) 的 次 数 有 限 而 Z 是 Gauss 整 区 ,所 以 Z[z] 
必 适 合 因 子 链 条 件 . 


§3.6 

1. 证明 :(c) 属 于 (4), 故 c = as, 同 理 c 二 t, 即 c 是 a,b 的 公 倍 元 ,又 若是 4,5 的 公 
倍 元 , 则 (w) 既 属于 (a) 又 属于 (5), 故 属于 (c), 即 一 cw. 此 即 证 明了 是 e, 2 的 公 倍 元 . 
2. 证 明 : 由 (a, 5) = (a) 十 (5) = (4d) 即 得 . 3. 证 明 :; 若 a 不 属于 (p), 则 a, p 的 最 大 公 因 
子 为 1. 再 由 上 题 即 可 证 明志 可 道 .反之 ,车 a = bc, 则 6b5 = 0.。 4. 证明: 设 理想 工 = (a). 
作 a 的 不 可 约 分 解 a。 = t 志 1…p,, 其 中 是 可 递 元 , p; 是 不 可 约 元 . 容易 验证 (a) = 
(1)…(ps). 唯一 性 由 及 是 唯一 分 解 环 即 得 5. 证 明 ;(1) 因为 a = 1 a, 即 得 . (2) 设 
a= bu, 则 6(5) 世 6(a). 同 理 8(a) 志 8(6). (3) 设 a= bg 十 7, 若 r 二 0, 已 证 . 若 r 关 0， 
6(7) < 之 68(6b) = 6(a). 又 5 一 wa, 代入 得 a = aug 十 r, 所 以 r= 二 (1 一 wq)a, 6(a) 忒 6(7) 矛盾 . 
(4) 由 (3) 知 车 8(a) = 5(ap), 则 a, ab 相伴 ,5 可 道 。 (5) 若 a 是 单位 ,a .a = 1, 于 是 
6(a) 过 6(1), 所 以 6(a) = 6(1). 反之 由 (3) 得 。 6. 证 明 ; 容 易 验 证 ， 7. 解 :不 一 定 , 如 R= F[x]j， 
数 域 眉 上 的 多 项 式 环 . 次 数 大 于 1 的 多 项 式 不 组 成 理想 . 8. 证 明 : 定 义 g(a) = min{6(as) | 
s ER' |j. 若 5 不 能 整除 sa , 设 pg(8) =8( 色 ). 因为 5s 不 能 整除 as, 故 as = bg 十 t, 6(t) 之 6(&s) 
二 gpg(6). 由 as = bg 十 t 知道 s1t, 故 可 设 t 二 sr ,于 是 a 二 bq 十 r. 注意 到 pg(7) = min{6(rc) 
|cER Ors) = 0) < p06). 又 p(a) = min{d(ar) | r € R*}, g(ab) = min{d(abr) 
|rE€ER’|. 显然 g(a) 二 plab). 9. 模仿 例 1 的 证 明 .， 16. 和 多 项 式 环 类 似 证 明 .. 


§3.7 . 

t. 证 明 : 只 须 证 明 若 Bb 十 bi 十 … 十 -iw 二 0 当 且 仅 当 6 = 0, 名 十 页 & 十 十 包 -ze 
= 0 等 价 于 加 十 bx 十 … 十 bx" (f(z)) ,或 BW 十 Bi 十 十 bi 二 f(z)g(zx). f(z) 
是 次 数 为 的 多 项 式 ,要 使 上 式 成 立 只 有 g(z) = 0, 于 是 b=0. 2. (2w? 十 uw 一 3)(3w 一 4u 
十 1) = 一 29w 十 40u 一 13; ( 志 一 十 4) 了 二 (wu 十 1)/6.， 3, 解 : f(z) 二 十 十 1 为 三 
次 多 项 式 且 在 下 中 无 根 ,因此 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ,F[z]/(f(z)) 就 是 所 要 求 的 域 ， 4. 解 : 
令 下 = Zs, f(z) = 二 x 十 x 十 1 是 上 的 不 可 约 多 项 式 ,F[zx]/(f(z)) 就 是 要 求 的 域 ， 5. 证 
明 : 令 f(x) = zx 一 1, 则 由 于 F' 是 g 一 1 阶 循环 群 ,a; 都 是 f(x) 的 根 , 即 f(x) 在 下 中 有 
g 一 1 个 不 同 的 根 ,因此 有 分 解 式 f(x) = (zx 一 a1)…(Xx 一 ao-1). 由 囊 达 定理 得 a1…ias-， 一 
(一 1)4. 车 chF 头 2, 结论 显然 . 若 chF = 2, 这 时 1 二 一 1, 结论 也 成 立 ， 6. 2 上 的 不 超过 
n 次 的 多 项 式 恰 有 p" 个。 7. 用 deg fg = deg f 十 deg g 不 难 验 证 . 8. 证 明 : 设 p(x) 一 
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g(z)，g(z) 的 次 数 等 于 有 . 若 f(x) 是 nn 次 多 项 式 , 则 p(F(z)) 的 次 数 等 于 外. 注意 到 p 是 满 
的 ,所 以 g(z) 的 次 数 只 能 等 于 1. 9. 证明 ; a? = a, 因此 zx? 十 a 二 (zx 十 a)*， 10. 证 明 : 令 
下 是 R 的 分 式 域 , p 是 标准 嵌入 . 则 w(G) 是 F* 的 有 限 子 群 故 是 循环 群 , 而 P(G) 和 G 同 构 ， 
所 以 G 是 循环 群 。 11. (1)(2)(3) 易 证 (4) 取 和 = 5 证 明 多 项 式 在 Z[z] 中 为 了 十 2z 十 1 
没有 根 , 故 不 可 约 . 12. 证 明 :(1) 因为 F* 是 g 一 1 阶 循环 群 , 故 or = a. 因此 多 项 式 之 和 <z* 
在 下 上 取 德 相同 ; (2) 若 f(a) 一 0 对 一 切 a € 下 成 立 且 了 的 次 数 n 小 于 gq. 因为 在 F 中 
最 多 有 7 个 根 ,所 以 f= 0; (3) 因为 xz* 和 zz 在 F 上 值 相同 ,所 以 可 将 f(x) 的 次 数 降 到 小 
于 但 仍 取 值 相同 ， 13. “证明; f(x) = (x 一 a)*+. 14. 证 明 : 充 分 性 是 显然 的 ,只 要 证 明 
必要 性 即 可 . 假定 如 ，p:，…，p。, 互 素 , 则 由 多 项 式 和 矩阵 的 初等 变换 知道 1 X n 矩阵 (pi， 
pr ，…，p,) 经 过 若干 次 第 三 类 和 第 一 类 列 初等 变换 后 可 以 化 为 (1, 0, … ,0) (参见 和 矩阵 的 
理论 ), 即 存在 阶 可 逆 和 矩阵 Q ,使 (pi, pz,*…', pr)Q= (1,0,…, 0). 令 P=Q"!, 则 (pi， 
如 pr) 二 (1, 0, :…,0)P, 即 P 的 第 一 行 就 是 (pp ， ps，…, p,). 又 QQ 是 若干 个 第 一 类 、 
第 三 类 初等 矩阵 之 积 ,行列 式 值 为 土 1, 故 如 果 需 要 可 对 换 Q 的 两 列 仍 不 影响 问题 的 讨论 , 即 
可 假定 1Q|= 1, 于 是 1P|=1. 


§3.8 可 

1. 证 明 : 先 证 明 p(z) = 9(1,z) = (1)g(z) ,因此 9(1) = 1. 于 是 gp 保持 2Z 中 元 素 不 
动 . 再 用 类 似 域 上 多 项 式 环 的 方法 证 明 . 2. 证 明 : R/T 名 R/(2)/L(z 十 x+ 十 1) 名 
Zu[x]/(z 十 z 十 1). 因为 民 十 z 十 1 作为 Za[z] 中 多 项 式 不 可 约 , 所 以 RAI 是 域 。 3. 证 明 : 
作 尺 的 自 同 构 p, 使 p(g(z)) = g(x 十 7), 则 p(x 一 7) = x, pg(15) = 15. 于 是 pg( 站 是 由 15 
和 z 生成 的 理想 ,用 上 题 方 法 即 可 证 明 . 4. 证 明 : 充 分 性 易 证 , 现 证 必要 性 . 设 g(z) 一 名 十 
I 十 … 十 bmz” 是 jz) 的 逆 元 , 先 证 明 a 是 寡 零 元 . 因为 fg = 1, 故 asbm 二 0, anbm-i 十 
ap 二 0. 于 是 ab 一 0. 不 断 作 下 去 得 axb。 六 0. 但 是 dp 一 1, 是 尺 中 可 道 元 , 故 
a” 二 0, 注意 F(z 是 民 [z] 的 可 道 元 ,而 wz" 是 寡 零 元 ,因此 F(z) 一 asz" 一 ao 十 az 十 …… 十 
as_ize 也 是 可 道 元 . 用 同样 方法 可 证 明 ai(i = 2 一 1, …，1) 是 宪 零 元 , 5$. 证 明 :(1),(2) 
容易 验证 (3) 显然 I(S1) 由 ICS:) 和 ICS U S;), 再 由 (2) 知 道 , ICS U S)EICS 
I(S:). 6. 证 明 : 作 RE[zi，…, zs] 一 (RAD[y1，…, %] 的 映射 8: 将 R[x， …, zr] 中 的 
多 项 式 f 的 系数 变 为 它们 在 RAI 中 的 等 价 类 , x; 变 为 y;, 则 9 是 映 上 同 态 且 核 为 Tx; ,…， 
xa]. 7. 证 明 : 作 h(xi，…, zs) 二 了 (zi ，… Xn)g(zi，…， Xn); 由 定理 8-2 知道 h==0, 再 
由 F[xi,，…，, zx,] 是 整 区 知道 f 二 0。 8. 证 明 : 设 f(x) = g(x)h(zx), g, hE FLlzx] 且 g 首 
一 , 则 存在 r,s € R, 使 rg(x), r(x) € R[xz] 且 都 是 R[x] 中 本 原 多 项 式 .于 是 rsf (x) 一 
(rg(z)) (sh(z)) 是 REz] 中 本 原 多 项 式 . 因此 rs 是 R 中 单位 , 即 存在 R 中 元 素 w, 使 ars = 1， 
所 以 g(x) = wrsg(z) 一 us(rg(z)) 属于 R[z]. 9. 证 明 ; 设 a 是 D 的 非 零 元 但 不 是 可 道 元 . 
作 D[z] 的 理想 (ae, z) , 现 证 明 它 不 是 主 理想 . 若 (f(x)) = (a, zx), 则 a = f(x)g(zx), 比较 次 
数 ，f(z) 只 能 为 零 次 多 项 式 . 设 f(x) 一 咏 则 工 = 5(h(x)), h(x) 为 一 次 多 项 式 , 设 为 cz 十 d. 
比较 系数 得 bc = 1, 故 5 是 可 逆 元 ,于 是 (ao, z) = D[z].1= au(zx) 十 xv(z). 设 x(z) 的 常数 
项 为 k, 则 = 1, 即 是 可 逆 元 ,和 假设 了 矛盾， 10. 证 明 : 设 f= ao 十 az 十 ae 妈 十 … 中 
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ao 关 0, 可 用 待定 共 数 法 找 g = b, 十 biz 十 ox 十 … 使 fg = 1. 显然 加 = 一 al, 若 已 经 找到 
六 (二 10， 1, “0, n—1), 则 由 ao5b， 十 a1bi-i 十 … 十 asbo 一 0 求 出 到 .反之 , 若 ' 译 一 i; 显然 
ao 可 逆 ， 、 


§3.9 | . ， : i 

:1; 证 明 ; Z[z]A(x, me) 名 2 ,而 Z。 是 域 的 充 要 条 件 是 m 是 素数 . 2. 证 明 : 假 定 P 道 
合 题 设 条 件 , ab E P, 则 (a)(5) 生 了 ,于 是 (4) 或 (5) 属于 P. 反 之 , 若 P 是 交换 环 R 的 素 理想 
( 按 课文 条 件 ) 且 I 己 P. 假定 1 不 属于 P, 即 存在 元 素 a€ 了 ,但 是 ia 不 属于 已, 对 任意 了 中 
元 素 5, 困 为 ab EP 而 a 不 震 于 P, 故 2 属于 P, 即 ] 己 P. 3. 证 明 : 设 PR 是 尺 的 素 理 租 , 则 
R/P 是 整 区 : 现 要 证 明 它 是 域 , 设 # 关 5. 因为 存在 n, 使 “= a, 故 = 于是"! 一 开工 可 
逆 。 4. 证 明 : 若 M= {f(zx) | fla) = 0 , 作 尺 到 实数 域 的 映射 A(z) -> f(a), 这 是 生 个 环 满 
同 态 且 其 核 就 是 M. 故 RAM 和 实数 域 同 构 ，M 是 极 大 理想 : 反之 ,假定 不 存在 这 样 的 数 a 使 
M = 1f(z) 1 f(a) = 0h, 即 对 任意 的 cE [0, 1], 总 存在 一 个 函数 了 4.(z) E M, 但 是 f.(c) 天 
0. 因为 了 连续 , 故 存在 c 的 一 个 邻 域 O(c)， 在 这 个 邻 域 中 取 值 都 不 为 零 . 取 遍 [9, 让 中 所 
有 数 , 得 到 [0, 1] 的 一 个 开 覆 盖 , 由 Borel 覆盖 定理 知道 ,存在 M 中 有 限 个 函数 户 , …, f,, 相 
应 的 开 邻 域 覆盖 了 [0, 1]. 令 f(x) = 及 (x) 十 … 十 及 (z), 则 f(z) Ee M. 显然 f 在 [0; 匡 土 
处 处 大 于 零 , 故 了 是 一 个 可 逆 元 ,这 和 M 是 极 大 理想 的 假设 矛盾 . ”5. :证 明 : 由 RYP 名 
R/1/P/I 和 定理 9-1 即 得 . 6. 证 明 : 帮 刺 = R/1, 则 刺 的 齐 等 根 等 于 其 素 理想 之 交 . 由 此 可 
证 明 Rad( 了 ) 是 包含 1 的 素 理想 之 交 .， 7. 证 明 : 设 f(x) = as 十 az 十 … 十 az 是 大 根 中 元 
素 , 则 F(z)z 一 1= 一 1 十 coz 十 oz 十 … 十 anzetl 是 可 道 元 .由 上 一 节 习题 4 知道 , ai(z = 0， 
1,…, n) 是 笃 零 元 ,所 以 了 是 吞 竺 元。 8. 证 明 : 设 J 是 大 根 且 真 包含 小 根 N , 则 存在 非 夫 
办 等 元 e € J. 于 是 1 一 是 可 逆 元 ,但 是 (1 一 e)e = 0, 矛盾 . 9. 证 明 :(1) 容易 验证 ; (2) 
注意 Ps 包含 了 Rs 所 有 的 不 可 递 元 . 16. 证 明 : 设 了 = (as, al, az，…), 不 难 证 明 可 省 
当 且 仅 当 oa 天 0, 所 以 本 =.1(0, B51 ,by，…) 1.b; € Fi 是 FILz]] 的 最 大 理想 11. 证 明 : 设 
p 是 素数 ,要 证 理想 (pr) 是 准 素 理想 . 假定 中 E (2'), 则 068 = p's, 故 记 整除 ab. 若 p 不 能 整 
除 a, 则 .p 必 可 整除 56, 即 属于 (pr'); 反 之 , 设 (m) 准 素 .假定 m 是 素数 , 则 已 证 . 设 p,q 是 不 
同 的 素数 旦 .pa | m. 不 妨 设 m = pig' 尼 ,其 中 不 能 被 p 或 q 整除 , 令 a = 加 ,0 一 9 则 
ab E (m). 显然 a 不 属于 (m), 的 任意 赛 也 不 属于 (wz). 即 m 不 能 有 不 同 的 这 因子 . 
12. 证 明 : 设 P= fa€ RIa' € Q) 是 QQ 的 根 理想 .车 bc € P, 则 (&)* € Q, 即 "EQ. 
若 5 不 属于 PP, 则 6 的 任意 次 曙 不 属于 Q, 于 是 e 的 某 个 等 属于 口 , 即 属于 己 . 


§3.10 

1. 证 明 : 显 然 M 和 Mi 十 Mi, Mi CM 十 Mi, 因 此 (Mi UM) 千 M+M,. 另 一 方面 ， 
若 x€EM,y€M, , 则 z 十 yE (MU Mi), 所 以 Mi 十 Mi 三 (MUM).，2. 证明: 容易 
验证 V 是 一 个 左 R- 模 . 假定 V。 是 其 非 零 子 模 , 0 头 xz € Vo，, 则 由 线性 代数 知道 ,对 任意 的 
中 向 量 v, 均 存在 线性 变换 f ,使 f(x) = vw, 于 是 V。 一 V.。 3. 证明: 仿照 Schur' 定 理 的 证 明 . 
4. 证 明 :L 的 子 模 也 是 R 的 左 理想 ,因为 工 极 小 , 故 无 真 包含 的 非 零 子 模 , 故 为 不 可 约 . 又 ， 
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L? 是 属于 工 的 R 左 理想 ,因为 上 极 小 , 故 若 L* 关 0, 必 有 1L? 一 L. 5. 证明: 设 工 是 一 个 极 
小 左 理想 , r € R, 则 Lr 仍 是 左 理想 且 可 作 工 ~ Lr 的 同 态 ; 了 : z -> xr. 这 是 一 个 模 同 态 且 
映 上 , 故 L/Ker f 生 Lr, 但 不 可 约 , Ker 或 者 为 零 或 者 为 L ,所 以 或 者 Lr = 0, 或 者 Lr 各 
也 是 个 极 小 左 理想 . 无 论 怎样 , Lr 己 I. 因此 了 是 理想 ， 6. 证 明 :因为 M 不 可 约 ,可 设 
M = Rz. 作 R 一 M 的 映射 : f(r) = rx, 则 了 是 一 个 映 上 的 模 同 态 , 故 R/Kerf 综 M. Kerf 
是 左 民 模 , 即 尺 的 左 理想 : 因为 M 不 可 约 , Ker 是 极 大 左 理想 . . 7: 证 明 : 容 易 验证 Homg 
(R，M) 是 左 玉 模 . 设 FE Homn(R，M) , 作 映射 ,使 P(J) = f(1), 则 不 难 验证 ?是 Homa 
(R，M) 到 M 的 同 构 ， 8. 9 常规 验证 10. 证 明 : 设 S 是 模 M, 的 生成 元 集合 , [是 和 S 中 
元 素 一 一 对 应 的 指标 集 ,对 应 记 为 1-> si. 令 下 一 四 ,ceiR ,其 中 R = R. 作 下 到 MM 的 映射 了 : 
Dlr -> Diris;, 则 容易 验证 这 是 一 个 模 满 同 态 ， 11. 证 明 : 用 和 定理 9-2 完全 相同 的 方法 
可 以 证 明 环 R 的 任意 一 个 左 理想 必 合 于 某 个 极 大 左 理想 中 . 作 尺 -~ M = Rz 的 上 映射 : (7) = 
rz , 则 了 是 映 上 的 模 同 态 .Ker f 是 R 的 左 理想 , 必 含 于 某 个 极 大 左 理想 工 中 . 由 模 同 态 基 本 
定理 中 的 对 应 知 f(L) 是 M 的 极 大 子 模 . 12. 证 明 :只 需 证 明 充 分 性 . 先 证 明 M 的 任 一 非 零 
循环 子 模 都 含有 不 可 约 子 模 . 设 zx 是 M 的 非 零 元 , Rz 是 M 的 循环 子 模 . 由 上 题 知道 , Rz 含 
有 一 个 极 大 子 模 N. 由 假设 M = N 四 K. 因为 N CC Rz , 不 难 验证 Rz = Rr 站 1M = Rz 只 
(N 国 K) = NN 四 (Rr 由 K). 注意 到 (Rz 们 KK) 22 Rz/N, 所 以 Rz nn 天 是 M 的 不 可 约 子 . 
模 . 现 令 M' 是 M 的 所 有 不 可 约 子 模 的 和 , M' 是 M 的 子 模 , 故 存在 子 模 K' ,使 M=M 田 开 
若 K’ 头 0, 则 含有 非 零 元 y, 而 Ry 根据 上 述 证明 可 知 必 含 有 不 可 约 子 模 ,这 和 M' 是 所 有 不 
可 约 子 模 之 和 的 假定 相 矛 盾 . 


第 四 章 


§4.1 

1. 二 1) 二 +2u+1) = 3w 二 2 二 7; (wu 二 1) = (wut+1)/3., 2， 极 小 多 项 
式 为 坟 十 1,，[Q(w):Q] = 8. 3. 用 带 余 除 法 即 可 证 明 . 4. 证 明 ; [E:F] = [E: 
F(w)][F(w):F] 是 奇数 , [E:F(w)] =[F(w):F(w)] 记 2. 故 [E:;F(w*)] 一 1, 即 E= 
F(w’). 5. 证 明 ; 设 Ei/F 的 基 为 ， ,Um, Ez/F 的 基 为 1， vw, 由 维 数 公式 可 得 
[E:F] 一 m[E:Ei]. 只 要 证 明 [E:Ej] 志 [E;:F], 即 得 [Ei (vw ,…， wn):E [Fo, 
vw ) :F]. 对 n 用 归纳 法 . vi 是 玉 上 的 代数 元 也 是 El 上 的 代数 元 且 它 在 El 上 的 极 小 多 项 式 
是 它 在 下 上 极 小 多 项 式 的 因子 , 故 [E(w ):E] 和 [F(w ):F]. 假设 结论 对 wn 一 1 成立 , 则 
[Ei (vw, wa) El] = [El(v, *, vw):E(v, zw)][E (mw ， ar) :El] 魏 
[E(w ，…，vwi)(wow): ECo，…， or)][FCm ，…， vt) :PF] 委 [Fw , ,vi) (v0): 
(wi) ] EFC， … v1):F] 一 [Es:F]. 6. 证 明 ; 易 证 T 是 线性 变换 , 取 基 1， 
a，…,am!1(n 一 [F(a):F]), 在 这 组 基 下 T, 的 矩阵 记 为 A, 则 det(xI 一 A) 就 是 a 的 极 小 多 项 
式 .、7. 证 明 : 设 vE KK 但 不 在 F 中 , 则 v= f(z)/g(z), f, g 是 上 的 多 项 式 且 g 关 0, 于 是 
f() 一 哩 (u) = 0. 车 fz) 一 局 (zx) 是 一 个 零 多 项 式 , 则 v= f(x)/g(zx) E 下 , 矛盾 . 故 u 是 K 
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上 的 代数 元 8. 证 明 :由 第 5 题 , [F(a, 25):F] [F(a):F][F(b):Fl= mn. 又 [F(a, 5b): 
下 == [F(a, 5b):F(a)]EFF(a):Fj; 故 m 整除 [a, 5):Fj. 同 理 n 可 整除 [F(a, 5):F], 而 
(m, 1) 二 1, 故 必 有 [F(a; 5):F] = mm. 9 证 明 : 若 8 是 F 上 代数 元 , 则 [F(8):F] < %， 
而 由 题 ?7, [F(a):F(P)] < oo 因为 F(p) 三 F(a), 玫 [F(a):F] = [F(a):F(p)][FL8):F] 
<< co, 矛盾 . 10. 证 明 ; 由 维 数 公式 不 难 证 明 6 是 F 上 超越 元 . 又 a 适合 一 个 F(8) 上 的 多 项 
式 z 十 ari( 有 zx" 十 … 十 ao(B). ai(B) 记 于 所 (p) ,可 表示 为 8 的 分 式 . 去 分 母 以 后 我 们 将 得 
到 一 个 下 上 的 多 项 式 f(x, y) ,满足 f(a, 8) = 0. 将 它 写成 P 的 多 项 式 (因为 超越 总 可 做 
到 )， 下 是 8 适合 一 个 Fe) 上 的 多 项 式 


§ 4.2 . . ” . 
1. E = R 为 实数 域 , F = Q 为 有 理 数 域 . 实 代 数 数 全 体 是 下 在 E 中 的 代数 闭 包 ,但 显然 
不 是 代数 闭 域 。 2. 证 明 :显然 QW2 二 V3) 生 Q(V2, V3). 又 [Q(W2, V3):Q] 一 4, 而 [QZ 
十 V3)]:Q] 关 2, 故 [QW2 十 V3):Q] = 4, 所 以 QW3 十 V3) = Q(V2, V3). 3. 证 明 : 若 有 
a 玉 使 g(a) = 0. 因为 g 不 可 约 , 故 g 是 a 的 极 小 多 项 式 .又 (a) 属于 E 有 [F(a):F] = 
deg g 一 上 , 则 由 维 数 公式 得 到 可 以 整除 [E:F], 矛盾 . 4. 当 n 二 1 时 ,因为 wu 是 代数 元 ， 
天 (aa) = F[u ] ,用 归纳 湛 即 可 证 明 . 5. 证 明 : 设 KK 是 EE 的 子 环 自 包含 F, 若 uE€ K 且 u 关 0， 
由 于 w 是 下 上 的 代数 元 , F(u) = F[o], 即 zeE F[w] 落 在 KK 中 , 故 KK 是 域 ， 6. 证 明 : 记 
F[S] = {fw …, wun) | ui € S,m 为 自然 数 ,f 为 F 上 多 项 式 | , 则 F[S] 是 F(S) 的 子 环 . 由 
题 1 知道 任 一 fw ，…, wm) E F[tw，…， un] 一 F(w，…, 如), 故 若 了 非 零 , 了 的 着 在 
F[S] 中 , 即 F[S] = F(S), 于 是 F(S) 中 任 一 元 v 都 具有 f(wm，,…, un)(f 是 多 项 式 ) 的 形 
状 , v € F(m ,…，, mw) 是 开 上 的 代数 元 ,这 就 证 明 予 F(S) 是 下 的 代数 扩张 . 7. 复数 域 是 
代数 闭 域 且 是 实数 域 的 代数 扩张 , 故 复数 域 是 实数 域 的 代数 闭 包 . (1) 代数 闭 域 必 为 无 限 域 
可 这 样 证 明 ; 若 EE 是 有 限 域 且 E 有 g 个 元 素 , 则 f(x) = x' 一 x 十 1 在 域 EE 上 没有 根 . 由 定理 
2-4 可知 EE 不 是 代数 闭 域 、 (2) 有 可 能 ,如 复数 域 是 实数 域 的 代数 闭 包 而 维 数 等 于 2. 

8. 证 明 ; 用 归纳 法 证 明 下 列 结论 : 若 p 是 不 同 于 p, ，… ,ps 的 素数 , 则 Wz 不 属于 .Q( VP ，…， 
VB).& 二 1 时 易 证 , 设 结论 对 不 超过 & 一 1 的 自然 数 成 立 ,p 是 不 同 于 pp ，…, 如 的 素数 . 由 归 
纳 假定 ,YP 和 VY 所 不 在 Q( VPr，…， VP) 中 . 若 VP 属 于 Q(VPI，… ,VK), 则 VP = ao 十 
a VP, 其 中 ao, a 属于 Q(V 志 ;…， Vp). 若 aoai 天 0, 身边 平方 后 可 推 得 VP € 
Q(V 页 ,…，VZ) ,矛盾 . 若 o 一 0, 则 VP E Q(VPi，…，Vprt) 也 不 可 能 , 若 a。 一 0， 
则 YB = oa VBr. 又 设 ai 二 负 十 bh VB bo, bE Q(VPi,…，Vprz). 类 似 上 面 的 证 明 
可 证 明 访 二 0 及 tH 天 0, 不 可 能 ,于 是 aa 二 bHVPrt ,VP 一 bYPrt VP. 重复 这 一 过 程 
可 得 VP = cVA 甩 Pr，c € Q. 两 边 平方 又 引出 矛盾 . 已 的 代数 闭 包 是 代数 数 域 . 9. 证 明 : 
设 deg g = x, 则 瑟 , 中 元 素 可 以 唯一 地 表示 为 co 十 ca 十 … 十 cia”!(c; € FF) 的 形状 . 作 E， 
到 E, 的 映射 : co 十 Wa 十 十 coig” 一 ce 十 cp 十 … 十 ep 容易 验证 这 是 一 个 同 态 . 因 
为 E, 是 域 ,所 以 上 述 同 态 是 单 同 态 . 10. 证 明 : 设 号 是 这 样 一 些 元 案 (E;， gi ) 的 集合 ,其 中 
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E; 是 E 的 包含 的 子 域 ,gy; 是 从 下 ; 到 上 单 同 态 , 且 gi (4a) = a 对 一 切 a E 下 成 立 . 因为 
(F, Id) 属于 3, 故 莹 非 空 .定义 三 中 的 偏 序 为 (Ei;, 六) 和 (E;, gy) 当 且 仪 当 E: CE 自 v; 
在 E; 上 的 限制 等 于 9;. 容易 证 明 z 是 一 个 偏 序 集 . 又 若 1(E;, gy;)} 是 其 中 的 一 条 链 , 则 令 
E' 一 U 已 ,定义 已 到 工 的 映射 p:gp(c) = pi(c), 若 cE E. 容易 验证 gp 是 单 同 态 且 p 在 已， 
上 的 限制 就 是 mw ,于 是 (已 ，p) 是 该 链 的 上 界 , 由 Zorn 引 理 知道 有 极 大 元 (K, 9 ). 现 要 证 
明 KK = EF. 若 否 , 则 存在 aE EE 但 a 不 属于 KK.a 也 是 KK 上 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 记 为 g(z), 因 
为 工 是 下 的 代数 闲 包 , 故 在 工 中 存在 元 素 8, 它 在 w (K) 上 的 极 小 多 项 式 也 是 g(x). 于 是 由 
上 题 知 道 存在 玉 (a) 到 工 的 单 同 态 ,和 天 的 极 大 性 相 矛 盾 ._ 11. 证 明 :R 的 代数 闭 包 是 复数 
域 C. 因为 E 是 R 的 有 限 扩 域 , 故 必 是 代数 扩 域 ,于 是 用 上 题 知 道 ,存在 到 C 的 嵌入 . 而 
[C:R] = 2, 即 可 得 到 结论 . 


§4.3 
1. 一 4. 上 略 . 


§ 4.4 

1. 分 裂 域 为 Q(w), w 是 1 的 三 次 本 原 根 、 2. 分 裂 域 是 Q(Y3e, i),e 是 一 1 的 四 次 本 原 
根 . 3. 分 裂 域 为 Q(Y2, V3, w),w 是 1 的 3 次 本 原 根 ，4. 分 裂 域 就 是 复数 域 . 5. 证 明 : 
显然 同 构 保持 Q 中 元 素 不 变 . V2 的 极 小 多 项 式 是 x? 一 2, 它 在 Q(V3) 中 无 根 ,所 以 这 两 个 域 
不 同 构 .， 6. 证 明 ; 设 已 = F(a), a 适合 一 个 二 次 多 项 式 g(x) = zx? 十 ar 十 6, 显然 另 一 个 根 
也 在 五 中 ,因此 互 是 g(z) 的 分 裂 域 ,. 7. 证 明 ; 分 烈 域 易 证 . 适合 条 件 的 自 同 构 不 存在 . 若 存 
在 , 则 ao 保持 Q 中 元 素 不 变 且 一 3 = o((v 二 3)2) = (1 十 v 一 3): = 一 2 十 2V 二 3. 矛盾 . 
8. 分裂 域 为 Z:[z]/A(f(z)). 9, 这 是 个 Z; 上 的 不 可 约 多 项 式 . 作 EE= Zs[zl/(f(z)). 令 
& 一 过, 容易 验证 u, x 十 2 是 多 项 式 f(z) 的 根 ,于 是 f(x) 在世 中 分 裂 , EE 就 是 了 的 分 裂 域 . 
10. 显然 f(x) 必须 不 可 约 且 其 根 均 在 域 EE = Q[z]/(f(x)) 中 . 设 在 E 中 f(x) = (xz 一) 
(Zz 一 ww)(X 一 ww), 则 志 十 2 十 3 二 0), 衣 t 妈 十 tt 十 tzU3 二 a, ttta 一 一 六 计算 出 ff 的 
判别 式 为 A= 和 (ww 一 ww) (wa 一 ww3)(w 一 ww)]? 二 一 4a’ 一 272. 现 假定 VAE Q. 因为 至 少 有 
一 个 根 在 玉 中 ,不 妨 设 ui E€ EE, 则 由 wi 二 一 (wz 十 ww) 知道 ww 十 us EE. 同 理 , wus E 五 又 
(wu — ua) 一 说) 一 在 ) = (Wa ws) (wt wu) tt uw] EQ. 而 [好 一 (如 十 加 ) 
wi 十 usus] E ,于 是 ww 一 us € EF, 可 得 wuz, us € ,所 以 是 了 的 分 裂 域 且 [E:F] = 3. 假 
定 VA 不 属于 Q, 则 f 的 分 裂 域 E = Q(x , VA), 显然 [E: Fj = 6. 11. 用 归纳 法 即 可 证 明 . 


§4.5 . 

1. 证 明 : 显然 KK 是 下 的 可 分 扩 域 .又 若是 K 上 的 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 为 g(x),w 在 
下 上 的 极 小 多 项 式 是 f(x) , 则 在 K[z] 中 ,g(xz) 是 f(x) 的 因子 ,g(xz) 也 是 可 分 的 , 即 w 是 K 
上 的 可 分 元 . 2. 这 时 因为 有 重 根 , 故 单 同 态 个 数 少 于 wx。 3. 证 明 : 设 BE F(a), 我 们 要 证 
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B 是 F 上 可 分 元 .注意 有 下 己 Fp) SF(a). 令 工 是 F 的 代数 闭 包 . 设 gy(x) 是 8 在 F 土 的 极 
小 多 项 式 且 有 m 个 不 同 的 根 , 则 下 到 工 的 包含 同 态 可 以 有 mm 个 扩张 , 设 为 m ，…, om 又 设 
gz (Zz) 是 a 在 F(B) 上 的 极 小 多 项 式 且 有 个 不 同 的 根 . 由 习题 1 知道 , 是 下 (pB) 上 可 分 元 , 因 
此 g2 (zx) 的 次 数 就 是 元 且 .[F(a):F(p)] = n. 对 每 个 0 均 有 个 从 F(B) 到 工 的 扩张 ,于 是 有 
mn 个 单 同 态 是 下 到 工 .的 包含 同 态 的 扩张 .又 设 gs (z) 是 “在 下 上 的 极 小 多 项 式 次 数 为 *, 则 
因为 a 可 分 ,所 以 下 到 工 的 包含 同 态 有 * 个 扩张 ,于 是 s = mn. 但 是 s = [F(a):F] = 
[F(a);F(B)][F(B8):F]; 所 以 {F(p): 外 = m. 而 [F(B);F] 等 于 多 项 式 g1(x) 的 次 数 ,这 表 
明 gi (x) 无 重 根 , g 是 可 分 多 项 式 ， 4. 证 明 : 设 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 (x) 且 次 数 等 于 
m, 则 [F(a):F] 圭 吉 且 正 好 有 mm 个 从 F(a) 到 工 的 单 同 态 是 F 到 上 .的 包含 同 态 的 扩张 , 记 为 
1 ，…, gm. 又 设 B 在 F(a) 上 的 极 小 多 项 式 为 g(x) ,次 数 等 于 , 则 对 每 个 0, 均 有 上 个 从 
F(a, B) 到 工 的 扩张 ,因此 一 共有 mk 个 扩张 ,而 [E:F] = mk. 5. 证 明 : 若 EE 是 F 的 有 限 
可 分 扩 域 , 设 = F(w ,，…, uw,), 每 个 wi 都 是 玉 上 可 分 元 . 令 FF = Fla), Fi 一 Fi(w),…, 则 
wu: 是 下 ,上 的 可 分 元 . 用 归纳 法 和 上 题 结论 即 可 证 明 下 到 的 包含 同 态 有 [E:F] 个 扩张 . 反 
之 , 若 EE== F(wui,…, w) 中 有 某 个 不 是 FF 上 可 分 元 , 则 从 F(w)/F 到 LAF 的 单 同 态 个 数 
少 于 [F(w):F], 所 以 从 EVF 到 上 L/F 的 单 同 态 个 数 少 于 [E:F]. 6. 证 明 ; 从 上 面 两 题 知 
道 ,从 F(a, P/F 到 L/F 的 单 同 态 个 数 等 于 [F(a, p) :F], 因 此 F(a, B) 是 下 的 可 分 扩 域 ， 

7. 证 明 : 只 要 证 明 E 中 任意 一 个 元 素 a 是 下 上 可 分 元 即 可 . 设 “在 色 上 的 极 小 多 项 式 为 
f(z) 一刀 十 ai 十 … 十 ao 每 个 ai EK 是 F 上 的 可 分 元 . 令 Ko = 二 F(ao,…, as-1), 则 
Ke 是 下 的 可 分 扩 域 . 显然 也 是 a 在 K。 上 的 极 小 多 项 式 , 故 «是 扩 。 上 可 分 元 . 由 上 题 和 归 
纳 法 即 知 是 眉 上 可 分 元 8. 类 似 线性 代数 中 的 证 明 . 9. 证 明 ; 由 于 gp(1) = 1, 因此 
gp(m) = mn 对 一 切 m € 2 成 立 . 反 之 ,车 g(a) = a, 则 at 一 a = 0, 4a 适合 方程 z? 一 z = 0. 
但 它 最 多 有 个 根 ,而 Zs 中 个 元 都 适合 , 故 a €E Z， 10. 证 明 : 必要 性 由 定义 得 .车 下 不 
是 完全 域 , 则 下 关 严 , 存在 wxE F 但 w 不 在 Fr? 中 .由 引 理 5-1, xz? 一 uw 是 下 上 的 不 可 分 多 项 式 ， 
因此 它 的 分 裂 域 不 是 下 的 可 分 扩 域 ， 11. 证 明 : 由 推论 5-3 知 f(x) = A(z?), 这 时 车 h(z) 仍 
不 是 可 分 多 项 式 , 则 h(x) 一 zx*),…, 不 断 做 下 去 便 可 得 到 结论 。 12. 由 上 题 即 知 . 


8 4.6 

1. 证 明 ;: 我 们 要 证 明 F(a) 是 f(x) 的 分 裂 域 ,从 而 必 正 规 . 设 下 的 案子 域 为 Z, , 则 对 任意 
的 a € Zs, (a 十 a)? 一 (a 十 a) 一 c= 二 a 十 ar 一 a 一 a 一 c= 二 0, 因此 ff 在 FF 中 有 pp 个 根 , 而 了 
是 pp 次 多 项 式 ,所 以 它 的 根 都 在 F(a) 中 , 即 F(a) 是 分 裂 域 ， 2. 证 明 ;E/F 的 一 组 基 设 为 
11, a| ,其 中 a 不 在 F 中 , 则 a 的 极 小 多 项 式 必 是 2 次 的 , 设 为 g(z) = xz? 十 ar 十 b. 由 于 we 
E, g(xz) 在 EE 上 分 裂 ,因此 EE 是 g(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 ,E/F 正规。 3. Q( 一 V2), Q( V7) 
是 Q 的 正规 扩张 ,Q(537) 不 是 。 4. 证 明 : 设 wE ,wu 在 K 上 的 极 小 多 项 式 为 g(x), zx 在 下 
上 的 极 小 多 项 式 为 /(z), 则 g(x) | f(z), g(x) 的 根 全 在 记 中 , 即 EAK 正规 .例如 : E = 
QQW3, w), K = Q(33), FQ， 5. 证 明 : EE 是 下 上 某 个 多 项 式 了 (xz) 的 分 裂 域 ,f(z) 也 可 
看 成 是 及 K 的 同 态 像 上 的 极 小 多 项 式 , 故 此 单 同 态 可 扩张 为 EF 的 自 同 构 ， 6. 证 明 ， 
g(x) 的 分 裂 域 KK 含 于 EE 中 ,存在 K/F 的 自 同 构 o 使 s(u) = v, 再 由 上 题 ,o 可 扩张 为 E/F 
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的 自 同 构 . 7. 证 明 : a 的 极 小 多 项 式 记 为 g(z), g(x) 可 分 ,因此 其 分 裂 域 K 是 下 的 可 分 扩 
张 .而 F(a) 含 于 中 ,因此 F(a)/F 可 分 . 8. 证 明 : 设 EE 是 有 限 域 且 特 征 为 p ,元 素 个 数 为 
q = 加 , 则 已 中 元 适合 方程 x* 一 x, EE 是 该 多 项 式 的 分 裂 域 ， 9. 证 明 : 设 w, v 是 F 上 的 可 
分 元 , 极 小 多 项 式 为 f(x), g(x), 则 .f(zx)g(z) 可 分 ,其 分 裂 域 记 为 K, K/F 可 分 .又 FF(u, v) 
含 于 中 ,因此 十 v, zx 一 uo, et 都 是 FF 上 的 可 分 元 10. 证 明 : 记 KK 为 包含 诸 E! 的 最 
小 子 域 , K = F(E1U…U EE),K 显然 是 F 的 有 限 扩 域 . 假定 K 是 包含 K 的 F 的 有 限 维 正 
规 扩 域 . 要 证 明 K 中 元 素 在 K'/F 的 自 同 构 z 下 仍 落 在 K 中 ,只 需 证 明 轧 中 元 素 在 r 下 仍 在 
K 中 即 可 .注意 df!o1(i 一 1, …, n) 是 EI/F 到 L/F 的 全 部 单 生态 ,显然 EF 中 元 素 在 这 些 同 
态 下 仍 落 在 K 中 . 当 r 限 制 在 Ei 上 时 必 是 某 个 oi!01 ,因此 中 元 素 在 r 下 都 落 在 K 中 .对 
其 他 El 也 有 同样 结论 ,所 以 K 正规 . 另 一 方面 ,任意 一 个 BA/ 的 正规 扩 域 都 必须 包含 每 个 
E!, 故 是 E'/F 的 正规 闭 包 . 


§4.7 


1. Qi Q(V2); Q(V3); Q(V6); QW2Y3).， 2. 同 构 于 Klein 四 元 群 ， 3. 分 裂 域 很 容 
易 证 明 . 多 项 式 x 十 十 x 十 zx 十 1 不 可 约 ,因此 G 二 Gal Q(a)/Q 的 阶 为 4. 又 若 o € G 且 
o(w) = w?, 则 易 证 0 不 是 恒 等 变换 ,因此 G 是 4 阶 循环 群 。 4. zx; 一 2 在 Q(w) 上 的 分 裂 域 
是 Q(W2, w), 而 [Q(Y2, w):Q(w)] = 5, 因此 所 求 之 Galois 群 为 5 阶 循环 群 ， 5. 注意 到 
Zz 十 2 二 (x 十 1)(x 十 1)(zx 十 2), Gal E/F 是 2 阶 群 。 6. 注意 :车 c 是 x? 一 x 一 a 的 一 个 根 ， 
则 c 十 1,…,c 十 (pp 一 1) 都 是 它 的 根 . 又 不 难 证 明 x? 一 x 一 a 不 可 约 , 故 Gal EAF 为 p 阶 循 
环 群 。 7. 证 明 : 若 已 是 Fi mn Fs 的 Galois 扩 域 ,显然 日 是 有 限 群 .反之 若 有 H 是 有 限 群 ,a € 
Fi 们 Fs 则 对 任意 的 7€H, 7 可 由 Gi ，Gz 的 元 素 之 积 得 到 .而 Fi = Inv Gi;, Fs = Inv G;， 
故 Xea) = a. 另 一 方面 , 若 aeE Inv H, 则 a€EInvGNInvG= 记 作 , 故 个 
F, = Inv H. 由 此 可 知 玉 是 Fi 站 Fs 的 Galois 扩 域 ,显然 G 二 有 H. 8. 证 明 : 设 K 是 E/F 的 
正规 闭 包 , 则 KK 是 下 的 Galois 扩 域 , G = Gal K/F 是 一 个 有 限 群 . G 只 有 有 限 个 子 群 , 故 
K/F 只 有 有 限 个 中 间 域 ， 从 而 EAF 也 只 有 有 限 个 中 间 域 , 故 E 是 F 的 单 扩 域 ， 9. 证 明 : 
因为 EA/F 是 Galois 扩 域 , 故 存在 E 上 可 分 代数 元 ,使 El = F(w), 于 是 EE = E(u). 可 
设 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 g(x), 则 它 也 是 E。 上 的 多 项 式 ,显然 EE, 是 g(x) 在 E 上 的 分 
裂 域 , 故 E1E;/E。 是 Galois 扩 域 . 再 作 EEs/E: 的 Galois 群 G 到 Gal E,/F 的 映射 :o 一 
o je . 因为 o 保持 E 中 元 素 不 动 , 故 ao 在 E 上 的 限制 是 EAF 的 自 同 构 . 容易 验证 这 是 一 个 
群 同 态 . 若 o 在 已 ; 上 的 限制 是 恒 等 映 射 ,因为 它 保持 E, 中 元 素 不 动 , 故 o 是 EE 上 恒 等 映 
射 . 这 就 说 明 上 述 同 态 是 单 同 态 ， 10. 证 明 : 设 巨 一 Fo), 令 G= Gal EiEs/Es, 作 多 项 式 
f(z) = Hz-—e)), 则 由 上 题 , El Es 是 E, 的 Galois 扩 域 .而 f(x) 在 G 的 作用 下 不 变 , 因 


此 f(x) 是 E, 中 多 项 式 . 又 因为 E, 是 下 的 正规 扩张 , 故 o(w) 都 在 El 中 ,因此 f(x) 是 EE 站 
E。 中 多 项 式 , 若 记 K = EN\E, 则 EE 二 K(u), [Ei:K] < deg f. 注意 到 EE: = E(u)， 
设 w 在 KK 上 的 极 小 多 项 式 为 g(x), 则 [EEs:E] < deg g = [Ei:K]. 但 是 deg f = 
[EE::E:] < [E':K], 故 有 [EE:E] 一 [已 :天 ]. 而 [E.:KJ[K:F] = [E:Fl, 所 以 
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[EE :Fs] 是 [E,:F] 的 因子 .其 余 结 论 显然 . 


$4.8 

1. 证 明 : 因 为 F? = 下, 即 得 . 2. 证 明 : 作 关 = F[z]A(f(z)), 则 KK 含有 gq" 个 元 素 : K 
中 非 零 元 都 是 zx”? 一 1 的 根 , 于 是 大 一 一 1E (f(x)), 所 以 结论 成 立 ，3. 证 明 : 设 下 是 无 
限 域 ,假定 下 的 特征 为 0, 则 :下 的 案子 域 同 构 于 有 理 数 域 ,不 妨 就 设 为 Q. 于 是 Q* 壬 FF". 若 
F* 是 循环 群 , 则 Q* 也 将 是 循环 群 ,矛盾 . 若 下 的 特征 是 p, 下 的 素 子 域 ,可 设 为 Z,. 同 理 
Z; 三 F ,而 22 中 元 素 阶 有 限 ，F" 是 无 限 循环 群 ,没有 非 平 凡 有 限 阶 元 素 ， 4. .F* 含 有 7 
个 元 素 , 故 任意 一 个 不 等 于 1 的 元 素 都 是 生成 元 ， 5. 证 明 : 因 为 F" 是 循环 群 ,可 设 下 含有 
g 一 加 个 元 素 , 则 下 上 = 10, a, a?,…, a | 若 p 二 2; 则 因为 :F? = 下, 结论 成 立 . 故 设 p 是 


一 个 奇 素数 , 令 严 二 40, a?，at，…|, 则 FF 共有 去 (4 十 1) 个 元 素 .再 令 c 一 FF 二 1c, ca?， 


c 一 at，…|, 则 也 有 二 (4 十 1) 个 元 素 . 显然 这 两 个 集合 的 交 不 空 . 即 得 结论 。 6. 证 明 :显然 
了 保持 下 家 子 域 中 元 素 不 动 . 不 妨 设 Z, 是 其 素 子 域 , 则 F/Z, 的 自 同 构 群 是 一 个 阶 为 n 的 特 
环 群 ,生成 元 为 w:Ka) = oz. 设 有 二 六 (0 之 之 nn), 则 f(a) = a = or 对 一 切 a 天 0 成立 . 
所 以 ax 二 1, 而 下 "是 阶 为 加 一 1 的 循环 群 , 故 共 十 1 一 加 一 1. 于 是 所 一 从 二 2, 这 只 
有 在 p= 2, n= 二 2, 上 二 1 时 成 立 .车 人 允许 &= 0, 则 p= 二 2, n= 二 1. 7; 证 明 ;: 记 gq = 次"， 
二 ch F, 设 是 f(z) = x 一 x 的 分 裂 域 ,由 于 EE' 是 循环 群 , 故 巨 = F(w). 因为 [E:F] =n， 
故 x 的 极 小 多 项 式 g(z) 为 ”次 多 项 式 ， 8. Q(Y2) 和 QV3) 都 是 Q 上 的 二 维 扩 域 但 不 同 构 . 
9. 证 明 : 设 KK 是 EE 的 扩 域 , [K:E] = p, 这 样 的 K 本 质 上 只 有 一 个 . K 中 不 属于 E 的 元 恰 有 
yr 一 qg 个 ,每 个 元 的 极 小 多 项 式 都 是 思 次 的 ,每 个 多 项 式 有 p 个 根 、 19. 证 明 : 设 7 限制 在 根 
集 上 可 分 解 为 不 相交 循环 之 积 : (nr ,mm 之 nn, 令 g(x) = (zx 一 n(x 一 r2)"… 
(zx 一 mm), 则 Wg(z)) = g(z). 因为 G=< ?>，, 故 g(z) 是 下 上 的 多 项 式 且 是 F(z) 的 因子 ， 
此 与 f(x) 不 可 约 矛 盾 . . 


§4.9 

1. 证 明 : 设 w 是 1 的 mn 次 本 原 根 , 则 下 含有 所 有 1 的 根 1, wm, 过 ，…，, w"!. 因此 多 项 式 
f(z) = zx" 一 1 没有 重 根 , 故 六 (z) = nz"! 头 0. 因此 若 下 的 特征 为 p, 则 p 不 能 整除 . 
2. 证 明 : 因 为 Abel 群 的 子 群 都 是 Abel 群 且 正 规 ,因此 KK 是 下 的 正规 扩 域 , 故 是 下 的 Abel 
扩 域 . 又 因为 Abel 群 的 商 群 也 是 Abel 群 ,得 男 一 结论 。 3. 类 似 上 题 可 证 . 4. 证 明 : 设 


z= COs 2kr isin Ak 是 1 的 n 次 本 原 根 , 则 (k, n)=1， —z=co0s (PEt) +isin( E+x) 


n 了 2 
一 cos 32 二 2)x 上 isin 2 下 十 mr, 现 证 明 一 = 是 1 的 2n 次 本 原 根 ,这 只 要 证 明 2k 十 与 27 


互 素 即 可 . 因为 ”是 奇数 , (24， n) = 1, 故 存在 整数 ;, t 使 得 &s 十 nt 一 1, 于 是 (2 十 nn)s 十 
n(t—s) = 二 1, 即 (2k 十 n, 7n) 一 1， 又 24 十 ?是 奇数 , 改 (2k 十 n, 2n) 一 1. 5. 证 明 : g(p') 一 
(一 1D)p ,又 mr 一 1 一 ( 巡 一 DG 十 …), 故 p(z) 是 1 十 ze ”十 … 的 因子 , 即 有 
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gp(z) = 1 十 x* 十 … 6. 解 :G 同 构 于 Aut Zs, 即 Klein 四 元 群 ， 7. 证 明 : 设 n= 二 mp， 
其 中 m 不 能 被 p 整除 , 则 zx" 一 1 = (zx” 一 1)*, 由 此 即 得 结论 。 8. 证 明 : 若 x* 一 a 或 zx" 一 a 
可 约 , 由 xz” 一 a 二 (x")" 一 a 或 x 一 a 二 (x7")" 一 a, x™ 一 a 可 约 .反之 , 设 x” 一 a 和 x 一 a 
都 不 可 约 ,r 是 zw™ 一 a 在 其 分 裂 域 中 的 根 , 则 r" 是 x" 一 a 的 根 , 故 [F(r"):F] = x. 同 理 
[F(r"):F] = m. 因为 (m,n) = 二 1, 从 m1 [F(7):F] 及 n|[F(r):F] 可 知 mn 是 [F(7):F] 
的 因子 .但 + 适合 zx 一 a, 故 [F(7):F] = mn, 于 是 zx”" 一 a 不 可 约 . 9. 证 明 : 必要 性 显然 . 
设 a 不 属于 F? ,假定 f(z) 是 zt 一 a 的 一 个 不 可 约 因子 且 其 次 数 为 &， f(x) 的 常数 项 为 c, 
是 x? 一 a 的 某 个 根 (在 其 分 裂 域 中 ), 则 x? 一 a 的 任 一 根 具有 we 的 形状 ,其 中 e 是 1 的 pp 次 本 
原 根 . 由 Vieta 定理 ,c 或 一 c 可 表示 为 x? 一 a 的 个 根 之 积 , 即 c == 土 bu*, 其 中 5 适合 8? = 1. 
因为 (k, p) = 1, 存在 s, 1 使 沪 十 pt 一 1, 所 以 w= wur == 士 (c671)'a', 即 wb: = 土 ca € 
F. 但 a = wi = 二 (wu6')* € Fr, 引出 矛盾 . 10. 证明:(1) 显然 E，E, 是 五 的 子 域 . 设 w = 


cos LE + isin 2™, tw = cos 2 + isin 2， wz 一 cos LT + i sin 红 . 因为 (my, n) = 1, 存在 整 
mn mn n n m m 


数 s,z, 使 ms 十 nt = 1, 则 w= ji 二 ,从 而 EE 属于 (x' 一 1)(zx" 一 1) 的 分 裂 域 ， (2) 作 从 G 
到 G, X Gi 的 映射 f: f(o) = (om，o), 其 中 oi(i = 1, 2) 是 o 在 E; 上 的 限制 .因为 E = 
Q (EU E,), 容易 证 明 这 是 一 个 群 的 单 同 态 . 又 因为 (m, n) = 二 1, 故 p(nm) = p(n)p(m) (9 
是 Euler 函数 ) , 即 | G1=| G111 Gi |, 所 以 /是 同 构 . 


4 4.10 

1. 这 4 个 方程 都 只 有 两 个 非 实 根 且 不 可 约 . 2. x’ 一 10x’; 十 15x 十 5 二 0. 3. 证 明 ; 设 
Fo = Qh , ,hh), 则 已 知 存在 Ff。 上 的 多 项 式 f(x) 使 f(z) 的 Galois 群 怡 为 5,. 设 G 为 5。 
的 子 群 ,由 Galois 对 应 知道 存在 F。 和 f(z) 的 分 裂 域 玉 之 间 的 中 间 域 下 ,使 Gal E/F = G. 
4. 证 明 : 设 /(z) 不 可 约 ,G 是 其 Galois 群 ,对 f(z) 的 任意 两 个 根 zi ， ,总 存在 JE G 使 
7(ZXi) 二 x. 反之 , 若 x;, zx; 属于 两 个 不 同 的 不 可 约 因 子 f1(x), fz(x), 则 必 不 存在 wyE G 使 
yxi) = xz, 如 所 有 根 属于 同一 个 不 可 约 因 子 将 出 现 重 根 ， 5. 证 明 : 设 F= Q(n,…, 4)， 
7 E Gal E/F 且 不 是 恒 等 映射 , 则 X90) = cy(zi) 十 … 十 cxg(zn). 若 0) = 二 9, 则 (90) 一 9= 
0. 注意 到 zi) 是 某 个 zj; , 故 px(9) 一 9 二 0 表明 zl， …, x 代数 相关 ,引出 矛盾 ,因此 yx(0) 关 
0, 巨 是 下 的 正规 扩 域 ,也 是 F(9) 的 正规 扩 域 . Gal EAF(90) 可 看 成 是 Gal EAF 的 子 群 ,但 由 上 
面 的 论证 知 Gal EAF(9) 为 平凡 , 即 E = F(0). 


" §4.11 

1. 证 明 : 若 坟 ,…, 4; 线 性 相关 , 则 在 下 中 有 不 全 为 零 的 元 aj (7 一 1，…， nn) 使 aiw 十 … 
十 asun 一 0. 将 加 依次 作用 于 该 方程 得 到 一 个 由 个 方程 式 组 成 的 以 a; 为 未 知 数 的 齐 次 线性 方 
程 组 ,显然 这 时 det(y;(w)) = 0. 反之 , 若 和 四，…，zn 线 性 无 关 , 则 构成 五 的 基 , 正 中 任 一 元 
uw 一 少 )bui ,bE FF, 若 det(n: (ww)) 一 0, 则 方程 组 > ,7 (x)z 一 0 有 非 零 解 41,…, a, E EE 


于 是 > ain (1) 一 >， Dab ) 一 Db Dam) 三 0， 此 与 定理 11-1 矛盾 . 2. 解 ， 
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aa =1+V2+V3+V6, e = 1—Vi+V3—V6, ei = 1+V2—V3—V6, e 一 1 一 一 V3 十 VE. 


”8 4.12 

1. 证 明 : C 中 至 少 有 一 个 下 上 超越 元 , 记 为 zi , 作 F(zi), 若 F(C) 是 F(zi ) 的 代数 扩张 ， 
则 五 是 F(zl) 的 代数 扩 域 ,于 是 zi 是 EAF 的 超越 基 . 若 否 , 则 C 中 又 有 zz 是 F(xz1) 上 的 超 
越 元 ,如 此 不 断 作 下 去 即 可 得 到 结论 . 2. 证 明 : 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 由 Liroth 定理 即 得 . 
设 n 一 1 时 成 立 , 记 KK == (wm,，…, oan-1). 若 BE KK, 由 归纳 假设 即 得 结论 . 若 8 不 属于 KK , 则 
因为 K(a,) 是 K' 的 超越 扩张 ,再 用 Liiroth 即 得 。 3. 证 明 : o 由 o (a) 完 全 决定 . 设 ol(a) = 
f(a)/g(a), f 与 g 是 F 上 的 多 项 式 且 互 素 , 记 B = ola), 则 [F(a):F(p)] = maxtdeg f; 
deg g1. 但 oc 是 自 同 构 , 故 F(a) = FE(8) ,于 是 了 与 g 是 一 次 或 等 次 多 项 式 , 但 至 少 有 一 个 是 
一 次 的 , 记 f(a) = aa 十 b, g(a) 一 ca 十 d, 由 于 Fe) 与 g(a) 无 公 因 子 , 故 ad 天 8c. 反 过 来 


的 结论 也 易 证 明 . 4. 解 : 由 上 题 , ad 关 be 等 价 于 下 列 矩 阵 非 异 : A = 


a b . 
。 . 不 难 验 


证 : A 一 o 是 GL(F, 2) 一 Gal E/F 的 映 上 和 群 同 态 , 这 个 同 态 的 核 为 下 列 形 状 的 年 阵 全 体 : 


(a 关 0), 因此 Gal EF 同 构 于 GL (F, 2) 关 于 上 述 正规 子 群 的 商 群 , 即 


PL(F, 2), 域 下 上 的 2 阶 射影 群 . 
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